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VIERTE FOLGE. BAND 69. 


1. Zur Quantentheorie 
der Gase und Flüssigkeiten; 
von A. Byk. 


Inhaltsübersicht: I. Das Quantentheorem der übereinstimmen- 
den Zustände. — II. Prüfung des Quantentheorems in den einzelnen 
Gebieten der Thermodynamik (freien Energie) der Gase und Flüssig- 
keiten. A. Die Zustandsgleichung (Differentialquotient der freien Energie 
nach dem Volumen). 1. Homogene Zustände. a) Zustandsgleichung von 
Kamerlingh Onnes. b) Zustandsgleichung von Kirstine Meyer. 
ec) Zustandsgleichungen von Avogadro, D. Berthelot und A. Wohl. 
d) Zustandsgleichungen entarteter Gase. e) Boyle-Temperatur. f) In- 
versionstemperatur des Joule-Kelvin-Effekts. 2. Sattigungszustinde. 
a) Dampfdruckgleichungen von van der Waals und von Nernst. 
b) Die Regel der geraden Mittellinie der Dampf- und Flüssigkeits-Dichten 
von Cailletet und Mathias. 3. Kıitischer Zustand. a) Kritischer 
Koeffizient. b) Kritischer Dampfspannungskoeffizient. B. Die Entropie- 
gleichung (Differentialquotient der freien Energie nach der Temperatur). 
1. Die Entropiekonstante der einatomigen Gase. 2. Die Nernstsche 
chemische Konstante. C. Die Gleichung der inneren Energie (Helm- 
holtzsche Differentialgleichung der freien Energie). 1. Spezifische Wärme 
und Entartung der einatomigen Gase (Temperaturkoeffizient der inneren 
Energie). 2. Revidierte Troutonsche Regel der Verdampfungswärme 
(Volumkoeffizient der inneren Energie). — III. Prüfung des Quanten- 
theorems außerhalb der reinen Thermodynamik. A. Innere Reibung der 
Gase und Flüssigkeiten. 1. Reibungskoeffizient nach Reinganum. 
2. Reibungskoeffizient nach Nernst. B. Kapillarität. C. Molekular- 
refraktion. 


I. Das Quantentheorem der übereinstimmenden Zustände. 


Vor einiger Zeit!) habe ich eine Methode zur Einführung 
der Quantentheorie in die Lehre von den Gasen und Flüssig- 
keiten mitgeteilt, bei welcher in dem Theorem der übereinstim- 
menden Zustände das auf die spezifischen Einheiten der be- 
treffenden Substanz reduzierte Plancksche Wirkungsquantum 
auftritt. Das so modifizierte und von dem Differentialquotienten 
der freien Energie nach dem Volumen (der Zustandsgleichung) 


1) Vgl. A. Byk, Ann. d. Phys. 66. S. 157. 1921. 
Annalen der Physik. IV, Folge. 69, 11 
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auf die freie Energie selbst ausgedehnte Theorem der überein- 
stimmenden Zustände habe ich als Quantentheorem der über- 
einstimmenden Zustände bezeichnet. Nachdem damals die 
Theorie des reduzierten Wirkungsquantums zunächst auf den 
besonderen Fall des Sättigungszustandes als Beispiel ange- 
wandt worden ist, soll jetzt diese Auffassung auf das Gesamt- 
gebiet der von dem Theorem der übereinstimmenden Zustände 
beherrschten Erscheinungen ausgedehnt werden. Eine vor- 
läufige Übersicht über diese findet sich bereits in der er- 
wähnten Arbeit des Verfassers.) 

Die in Betracht kommenden Phänomene innerhalb der 
reinen Thermodynamik werden zweckmäßig in die Lehre von 
der Zustandsgleichung (negativer Differentialquotient der freien 
Energie nach dem Volumen), von der Entropie (negativer 
Differentialquotient der freien Energie nach der Temperatur) 
mit ihren Beziehungen zur chemischen Gleichgewichtslehre, 
sowie in die Lehre von der inneren Energie (Helmholtzsche 
Differentialgleichung der freien Energie) mit besonderer Berück- 
sichtigung der spezifischen Wärme (Temperaturkoeffizient der 
inneren Energie) und der Verdampfungswärme (Volumkoeffi- 
zient der inneren Energie) eingeleilt.*) Dazu kommen als 
Anwendungsgebiete des Theorems außerhalb des Rahmens der 
reinen Thermodynamik die innere Reibung, Kapillarität und 
Molekularrefraktion. 


IL. Prüfung des Quantentheorems in den einzelnen Gebieten 
der Thermodynamik (freien Energie) der Gase und Flüssigkeiten. 


A. Die Zustandsgleichung (Differentialquotient 
der freien Energie nach dem Volumen). 


Die thermodynamischen Gesetzmäßigkeiten an reinen Sub- 
stanzen (Systeme mit einem unabhängigen Bestandteil) werden 
gewöhnlich nach der Zahl der beteiligten Phasen*) in solche 


1) Diese Arbeit wird im folgenden mit Mitt. I zitiert. Die hier ge- 
brauchten Bezeichnungen haben, soweit sie mit denen in der genannten 
Arbeit übereinstimmen, die gleiche Bedeutung wie dort. Ich möchte die 
Gelegenheit benutzen einen Druckfehler in dieser Arbeit zu verbessern. 
8. 163, Zeile 20 muß es heißen „Energie x Zeit‘, nicht „Energie : Zeit“. 

2) Vgl. Mitt. I, S. 172. 

3) Es handelt sich hier nicht um Phasen im Sinne der statistischen 
Mechanik, sondern im Sinne der physikalisch-chemischen Phasenregel 
des heterogenen Gleichgewichtes. 
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eingeteilt, die homogene Zustände (1 Phase), Sättigungszustände 
(2 Phasen) und kritische Zustände (2 identische Phasen) be- 
treffen. Dabei ziehen sich die Gesetze der homogenen Zustände 
auch auf die beim Sättigungsgleichgewicht beteiligten Phasen, 
wenn man jede einzeln für sich betrachtet. 


1. Homogene Zustände. 
a) Zustandsgleichung von Kamerlingh Onnes. 


Um das Theorem der übereinstimmenden Zustände an der 
Zustandsgleichung einer homogenen Phase zu prüfen, benutzt 
man meistens die Gleichung der Isothermen bzw. in gra- 
phischer Darstellung das Isothermennetz.!) Die bei den tief 
siedenden Substanzen hervortretende Abweichung der Iso- 
thermen vom klassischen Theorem der übereinstimmenden 
Zustände haben H. Kamerlingh Onnes und H. W. Keesom?) 
in folgender Weise mit der Individualität der einzelnen Sub- 
stanz in Zusammenhang gebracht. Sie schreiben die empirische 
reduzierte Zustandsgleichung 


wobei ® und © bei strenger Erfüllung des klassischen Theorems 
universelle Funktionen der reduzierten Temperatur darstellen 
sollten. Dies ist aber beim Vergleich von He mit H, einerseits, 
H, mit N, und O,%) andererseits keineswegs mehr der Fall. 
Vielmehr ändert sich bei dem erstgenannten Substanzpaar in 
dem Temperaturintervall für He zwischen 14,17° K und 90,25° K 
das Verhältnis der Temperaturen, die gleichen Werten von ® 
bzw. & entsprechen, von 0,183 bis zu 0,251. Indes lassen sich 
durch ein graphisches Verfahren für je zwei Substanzen Werte- 
paare von Temperaturen finden, für die bei geeigneter Wahl 
der kritischen Daten die Paare der reduzierten Isothermen 


1) Vgl. J. P. Kuenen, Die Zustandsgleichung (Die Wissenschaft, 
Heft 20, Braunschweig 1907), S. 78. 

2) H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom, Die Zustands- 
gleichung (Enzyklopädie der Mathem. Wissensch. V, 1. Heft 5), 8. 740 
(Anmerkung 399), Leipzig 1912. 

3) Es sind hierbei die von Amagat (Annales de chimie et de phy- 
sique (6) 29. S. 68. 1893) für Luft bestimmten Isothermen zugrunde ge- 
legt, wobei sich N, und O, im Verhältnis zu H, merklich gleichartig ver- 
halten. 

11* 
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wenigstens auf eine bestimmte Strecke hin merklich zur Deckung 
zu bringen sind. Durch die getroffene Zuordnung sind nicht 
die kritischen Daten selbst, sondern lediglich ihr Verhältnis 
bei den betreffenden Substanzen bestimmt; dieses Verhältnis 
aber erweist sich, eben wegen der unvollkommenen Erfüllung 
des klassischen Theorems, längs des gesamten Isothermennetzes 
als veränderlich und nicht identisch mit dem Verhältnis der 
wahren kritischen Daten. Sind etwa Fy, und %,, für das 
Substanzpaar He und H, die auf die wahren kritischen Tempera- 
turen bezogenen reduzierten Temperaturen zweier zusammen- 
gehöriger Isothermen, so ergibt sich das scheinbare Verhältnis 
der kritischen Temperaturen: 


bzw. 
(2) 


und ebenso für das Substanzpaar H, und N, bzw. O;: 


3) > 1. 
(O,, Ne) 

Also He weicht in bezug auf H, in demselben Sinne von der 

Korrespondenz ab wie H, in bezug auf O, und N,; d. h. diese 

Substanzen ordnen sich, wie Kamerlingh Onnes und Kee- 

som bemerken, in der Reihenfolge ihrer wahren kritischen 

Temperaturen. 

Wir haben den von Kamerlingh Onnes und Keesom 
bemerkten Zusammenhang der zu deckbaren reduzierten Iso- 
thermen zugehörigen reduzierten Temperaturen der verschiede- 
nen Substanzen mit den wahren kritischen Temperaturen eben 
dieser Substanzen mit Hilfe des reduzierten Wirkungsquantums 
auszudrücken. Nach unserem Quantentheorem!) sind $ und € 
nicht mehr Funktionen von » allein, sondern auch des Argu- 
mentes w. Für eine Reihe zusammenfallender reduzierter Iso- 
thermen verschiedener Substanzen ist dann 


(4) B (w, +) = const, , 
(5) © (w, #) = const, , 


1) Vgl. Mitt. I, S. 170. Gleichung (16). 


Foue > Fone 
He 
Hy 
5 


ww © 
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bzw. wenn wir diese Gleichungen nach 9 aufgelöst denken, 
(6) ”= x (w, const,) = y (w, const,) . 


Nun wachsen nach (2) und (8) die Werte von # für He, H,, (O,, N,) 
regelmäßig mit zunehmendem w (wy, = 2,04; wy, = 1 ‚12; 

Wy, = 0,138; wo, = 0,124). # ist somit in der Tat experimentell 
als Funktion von w charakterisiert, wie Gleichung (6) es fordert. 


b) Zustandsgleichung von Kirstine Meyer. 


In anderer Weise wie Kamerlingh Onnes und Keesom 
hat K. Meyer!) den Abweichungen vom Theorem der überein- 
stimmenden Zustände Rechnung zu tragen gesucht. Sie benutzt 
als Nullpunkt der Zustandsgrößen die kritischen Werte, kehrt 
ihr Vorzeichen um und führt für jede von ihnen eine spezifische, 
beim Volumen und der Temperatur von den kritischen Daten 
verschiedene, beim Drucke damit identische Einheit ein. Die 
in diesem Sinne reduzierten Zustandsgrößen, die dann nach 
K. Meyer das klassische Theorem der übereinstimmenden 
Zustände erfüllen sollen, sind somit: 

@ 
wobei r,, und v,, die spezifische Temperatur- bzw. Volum-Einheit 
der Substanz bezeichnet. 

Setzt man — Tan; Un = Po — Vm, 80 gehen (7), 
(8), (9) über in 


r-T, Vn 
1) 1-27, 1-5 (12) 
oder 
V„/N 
— 9 - 
(13) (14) 1-77, (1) 
(var) 


Indem wir jetzt die zweiten Glieder in (10), (11), (12) als redu- 
zierte Zustandsgrößen betrachten, können wir das Meyersche 
Verfahren auch so charakterisieren, daß die p-v-T-Zustands- 
flächen reduziert werden, nachdem man sie längs der T- und 
der v-Achse etwas verschoben hat.?) Da die Zustandsgleichung 


1) Zeitschr. für physik. Chemie 82. S. 1. 1900; 71. S. 325. 1910. 
2) Vgl. Kamerlingh Onnes und Keesom, a, a. O., 8S. 735. 
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sich als eine universelle Funktion der Größen (13), (14), (15) 
darstellt, die ja nur Umformungen von (7), (8), (9) sind, so hat 
sie die von unserem Quantentheorem geforderte Form, sofern 

Ta und 

% Po/N 
universelle Funktionen von w,g, # sind. Das Verfahren von 
K. Meyer läßt die Werte von r, und v,, bzw. T,, und V,, bis 
zu einem gewissen Grade unbestimmt. Sie setzt nämlich will- 
kürlich für H,!) t,, = %#, bzw. T„=0 und erhält damit eine 
Tabelle der T’,, für eine Reihe verschiedener Substanzen. Nach 
dieser sind?) in der 3. Kolumne der Tabelle I die Werte von 
(T,/Fo)ger. für die einzelnen in der Vorkolumne bezeichneten 
Substanzen bestimmt. 


Man sieht, daß von Methylformiat an (w = 0,0385) In in 


engen Grenzen, zwischen 0,28 und 0,34, schwankt, während für 
die Substanzen mit größerem w bzw. kleinerem #, die Werte 
dieser Quotienten bis zu 0 hinabgehen. Soweit nach K. Meyer 
Gültigkeit der Konstanten T,, für das ganze Isothermennetz 
beansprucht wird*), muß 7,/#, von p und unabhängig sein 
und sich also in der Form x (w) darstellen lassen, wobei gemäß 
dem Übergang des Quantentheorems in das klassische, im Grenz- 
falle kleiner w, 92%) 
alle kleiner w, =~“ 
(w=0) 

Sowohl die Tabellierung von 7',/:+, wie die zugehörige Fig. 1, 
die 7, /:9, als Funktion von 1 /w darstellt , zeigen, daß dieser Quotient 
in der Tat eine Funktion von w ist, die sich fiir kleine w einem 
Grenzwert nähert. Der Ansatz von K. Meyer führt also, soweit 
die individuelle Konstante T,,, in Betracht kommt, zu der hier 


= 0 sein soll. 


1) He wurde nicht gewählt, weil seine kritische Temperatur hierzu 
nicht genau genug bekannt war. 

2) Vgl. K. Meyer, Zeitschr. f. phys. Chem. 71. S. 333. 1910. 
Weggelassen sind nur diejenigen Werte, die K. Meyer selbst als unsicher 
bezeichnet, ferner die der Kohlenwasserstoffe (Pentan, Hexan, Heptan), 
bei denen die Konstitution nicht näher bezeichnet ist und wo man daher 
nicht weiß, welche Werte von ®, und 9, zur Berechnung von 7'„/®, und 
w anzusetzen sind, endlich die Substanzen, für die 9, und @, nicht vor- 
liegen wie Krypton. 

3) Zeitschr. f. phys. Chem. 82. S. 30. 1900. Für homogene Systeme 
ist die Theorie von K. Meyer nur in wenigen Fällen geprüft (Zeitschr. f. 
phys. Chem. 82. S. 30. 1900); in den meisten Fällen sind die 7',, experi- 
mentell nur an den Sättigungszustand (Dampfdruckkurve) angeschlossen. 
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postulierten Form der universellen Zustandsgleichung. Neben 
dem reduzierten Wirkungsquantum macht sich der Einfluß der 
Abweichung von der geometrischen bzw. mechanischen Ähnlich- 
keit auf den einzelnen Phasenbahnen bemerklich, sofern die ein- 
atomigen Substanzen A und Xe kleinere Werte von 7/9, 
besitzen, als ihren w-Werten entsprechen würde. 


8,14 +0 
2324 x35 
60, 30 6 40 
2, 
ur Me 
“A 7 Die Ziffern neben den x verweisen auf die laufenden 
Nummern der Tab. I 
Ur 
4 5 #0 20 30 40 30 60 70 80 9 1 


w 
Die reduzierte Temperaturkonstante der Zustandsgleichung von K. Meyer 
als Funktion des reziproken reduzierten Wirkungsquantums. 


Fig. 1. 


Die ausgezogene Kurve in Fig. 1 zur Darstellung von x (w) 
entspricht wieder der Form (32)!), wobei diesmal die Kon- 
stanten a = 0, ß = 0,322, 6 = 8,14 zu setzen sind. Der mitt- 
lere Beobachtungsfehler als Maß der klassisch zu begründenden 
Abweichung wird hier /9,) = 0,036, die quantentheoretische 
Abweichung J(T,[%,) = 0,30, somit 


Ze 
| 
T.. 
d.h. es werden durch die Quantentheorie 88°/, der urspriing- 
lichen Abweichung weggeschafft. 


Deutlicher wird die Abhängigkeit von 7/9, von w, wenn 
wir uns beim Vergleich auf homologe Reihen?) beschränken, 


= 0,12; 


1) Mitt. I, S. 181. 
2) Die Zerlegung nach Gruppen von Isomeren (Tab. III, Kolumne 3) 
zeigt nur kleine unregelmäßige Schwankungen. 
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170 A. Byk. 
Tabelle II. 
Quasiinvarianten in homologen Reihen. 
| 1 | . % A cal 
— |= — 
| w /get.\\ 0’ /gef. |\T, /gt. 8 
j2,04 | — | — 5,2 
10,112 | 8,92 0,16 1,54 17,5 
1,12 0,892 | 0 0,641 10,7 
10,138 | 7,25 0,19 17,3 
| 0,0645 15,5 | 0,26 | 2,00 
0,144 | 6,94 _ _ 17,5 
| 0,0193 | 51,8 20,4 
‚0,0131 | 76,3 ~ 20,8 
0,144 | mi — 17,5 
n-Pentan (C,H,,) . - - | 0,0294 | 34,0 | 0,20 | — 
n-Hexan (C, ‘H,,) 4) - + + |0,0244 | 41,0 0,31 - 
n-Heptan - - 0,0209 | 0,33 | — 
n-Oktan | 0,0182 | 54,9 — | 202 
VI. Di-i-Propyl. . 10,048 |403 | — | — 
| 0,0728 13,7 _ - 
Mlechlorid (C,H,Cl,) ‚0,0252 39,7 -- _ 
| 0, 0275 | 36,4 20,9 
Fluorbenzol ..... 0,0244 | 41,0 0,29 —_ 21,3 
Chlorbenzol ..... ı 0,0204 | 49,0 0,29 _ 20,6 
Brombenzol . . . . . 0,0164 | 61,0 0,29 _ 20,3 
Jodbenzol . . . . 0,0135 |74,1 | 030 | — | 205 
IX. Methylformiat . . . . | 0,0385 | 26,0 | 09 — 21,7 
Athylformiat. ... . | 0,0310 | 32,3 0,30 | 21,9 
Propylformiat . . . . | 0,0256 39,1 — 21,7 
X. Methylacetat. . . . . | 0,0311 | 32,2 | 032 — 22,2 
Athylacetat ..... 0,0260 | 38,5 | 033 | — 21,7 
Propylacetat .. . . . 0,0221 | 45,2 0,34 —_ 21,8 
XI. Methylpropionat . | 0,0259 | 38,6 0,33 — 21,7 
Äthyipropionat . . . . 0,0221 452 | 034 | — | 218 
XII. Methylformiat . . . . | 0,0385 | 26,0 | 029 | — 21,7 
Methylacetat. .... | 0,0311 | 32,2 0,32 _ 22,2 
. . + || 0,0259 | 38,6 0,33 21,7 
Methylbutyrat .... | 0,021 45,2 0,34 = 21,0 
XIII. Athylformiat. . . . . | 0,0310 | 32,3 0,30 _ 21,9 
Äthylacetat er | 0,0260 | 38,5 033 | — 21,7 
Äthylpropionat . . . . | 0,0221 | 45,2 0,34 _ 21,8 
XIV. Propylformiat .... | 0,0256 | 39,1 0,31 _ 21,7 
Peopylacetat.. .. . . | 0,0221 | 45,2 0,34 | — 21,8 
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Tabelle III. 


Quasiinvarianten bei Isomeren, 


| w /gef. |\7,/ ger. 8 
00208 | 33,6 | 0,28 
12 n-Pentan . . . . | 0,0294 340 | 0,29 _ 
C,H. Di-i-Propyl | 0,0248 40,3 
ou n-Hexan ... . ı 0,0244 41,0 0,31 - 
18 n-Oktan . . . . || 0,0182 54,9 _ 20,2 
(,H,Cl, Athylidenchlorid - | 0,0261 38,3 — _ 
Athylenchlorid. . | 0,0252 39,7 
(,H,0 Methylacetat . . | 0,0311 32,2 0,32 22,2 
se’? | Athylformiat . . || 0,0310 32,3 0,30 21,9 
Methylpropionat . | 0,0259 38,6 0,33 21,7 
C,H,O, Athylacetat . . . || 0,0260 38,5 0,33 21,7 
Propylformiat . . || 0,0256 39,1 0,31 21,7 
Methylbutyrat. . || 0,0221 45,2 0,34 21,0 
C,H Athylpropionat . | 0,0221 45,2 0,34 21,8 
Propylacetat . . || 0,0221 45,2 0,34 21,8 
C.H..0 Methylisobutyrat 0,0223 44,8 0,33 21,2 
5102 | Methylbutyrat. . || 0,0221 45,2 0,34 21,0 


innerhalb deren man wegen der chemischen Analogie der ein- 
zelnen Reihenglieder untereinander jedenfalls in weit höherem 
Grade mit geometrischer Ähnlichkeit der Moleküle rechnen 
kann als bei Substanzen mit so verschiedener Konstitution 
wie etwa Argon einerseits, Jodbenzol andererseits. In der 
Tab. II, Kolumne 8 sind die Werte von 7/9, für die einzelnen 
Gruppen von Substanzen übereinstimmender Konstitution, 
nach abnehmenden w-Werten geordnet, zusammengefaßt. In 
den so entstehenden Gruppen gilt nun ohne jede Ausnahme, 
daß 7/9, mit abnehmendem w wächst, so daß hier der Einfluß 
des reduzierten Wirkungsquantums frei von den Störungen 
durch die mangelnde Erfüllung der geometrischen bzw. mecha- 
nischen Ähnlichkeit auf den einzelnen Phasenbahnen zum Aus- 
druck kommt. 


Für V,, baw. —“>- hat K. Meyer keine Werte bei tief- 
siedenden Substanzen, sondern nur solche fiir (im ganzen 28) 


i 

: 
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Substanzen der Tab. I berechnet, deren w-Werte zwischen 
0,0645 (CO,) und 0,0131 (SnCl,) liegen, die also sämtlich bereits 
kleinen reduzierten Wirkungsquanten entsprechen. Für die Werte 
von oy ist dabei, wenn man mit K. Meyer!) denjenigen 
0 
fiir Fluorbenzol gleich 0 setzt, kein Gang mit w zu erkennen. 
Der gréBte Wert ist der fiir CO,: + 0,0116, der kleinste Wert 
der fiir Athylpropionat: — 0,0184. Die gesamte Schwankung 


m/ 


von wae im Betrage von 0,0250 ist etwa 14mal so klein wie 
© 


diejenige bei =. Wir haben es hier offenbar mit dem im Ver- 


gleich zu dem durch groBe w-Werte (niedrige kritische Tempe- 
raturen) bedingten kleinen Einfluß der mangelnden geometri- 
schen und mechanischen Ähnlichkeit der Moleküle zu tun, wie 


sie sich auch in dem höheren Teile der 7= „Kurve bemerklich 


machen. Ob, wie zu vermuten, für die tiefsiedenden Sub- 


stanzen in einen ähnlichen, stärkeren Gang wie 5” zeigt, 


läßt sich "mangels Versuchsdaten vorläufig nicht beurteilen. 


Jedenfalls erweisen sich die individuellen Konstanten 2 und 
0 
Vin/ 


ay in den reduzierten Variablen (13), (14), (15) der Zustands- 


gleichung von K. Meyer, soweit man von den unvermeidlichen 
kleineren Schwankungen infolge mangelnder mechanischer Ahn- 
lichkeit absehen darf, als Funktionen von w bzw. im Gebiete 
kleiner w als Konstante. Die Zustandsgleichung von K. Meyer 
erscheint damit auf die Form unseres Quantentheorems ?) 
® (9, #, II, w) = 0 gebracht. 


c) Zustandsgleichungen von Avogadro, D. Berthelot 
und A. Wohl. 


Die Zustandsgleichungen von Kamerlingh Onnes einer- 
seits und von K. Meyer andererseits besitzen keine geschlossene 
Form. Die erstere stellt J7q/x als eine unendliche Reihe dar, die 
allerdings fiir die Zwecke der praktischen Rechnung nach einer 


1) Zeitschr. für phys, Chem. 82. S. 25. 1900 (Tab. 3). 9, ist dort 
mit v, v,, mit q bezecihnet. 
2) Vgl. Mitt. I, 172, Gleichung (21). 


e 

: 
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endlichen Anzahl von Gliedern abgebrochen werden kann!); 
die letztere ist überhaupt nicht analytisch formuliert, sondern 
stellt nur eine Modifikation des klassischen Theorems der überein- 
stimmenden Zustände durch Einführung der individuellen 
Größen 5 und ER bzw. T, und V,, vor. Indes besitzen wir 
in derjenigen von D. Berthelot?) eine reduzierte Zustands- 
gleichung in geschlossener Form für Drucke bis zu einigen 
Atmosphären und in derjenigen von A. Wohl?) eine solche, 
die sogar noch bis zu weit höheren Drucken (bis zu 1000 Atmo- 
sphären bei CO,) gilt. Für hohe Temperaturen oder große Vo- 
lumina gehen beide in die Avogadrosche Gleichung der idealen 
Gase über. 
Die Gleichung von Avogadro lautet in reduzierter Form 
(16) 
Sie stellt entsprechend dem Quantentheorem®) J7 als Funktion von 
9, $ und w dar, da x eine Funktion von w allein ist.5) Doch wird 
hier w nur durch x eingeführt, weil wir als reduzierten Druck 
II = p/IT, statt, wie es dem hier entwickelten System entspricht®), 


Fo) /(po/ N) 
bezeichnet haben. Bei konsequenter Benutzung der Einheiten 
wird die reduzierte Gleichung von Avogadro 
p 
(17) 
von w unabhängig und stellt dann einen klassischen Grenzfall 
der Zustandsgleichung vor.”) 
Die Zustandsgleichung von D. Berthelot lautet in redu- 
zierter Form: 


1) Vgl. Kamerlingh Onnes und Keesom, a. a. O. S. 729. 

2) Sur les thermométres & gaz. (Paris 1903, Gauthier-Villars) 
8. 46. 

3) Zeitschr. f. phys. Chem. 87. S. 21. 1914. 

4) Vgl. Mitt. I. 172. Gleichung (21). 

5) Vgl. Mitt. I, 200. 

6) Vgl. Mitt. I, 171. 

7) Vgl. Mitt. I, 168, Anmerkung 2 sowie unten S$. 176. 
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Der Faktor 32/9 stellt den von D. Berthelot in erster Näherung 
als konstant angesehenen Wert von x vor. Wir können sie also 
unter Einführung des auf kritisches Volumen und kritische 
Temperatur reduzierten Druckes schreiben: 


(18) p 161 1 


Innerhalb des Anwendungsgebietes der Berthelotschen Formel 
dürfen zwar die Zahlenwerte 1*/; und 1/, in (18) als konstant 
angesehen werden. Aber die Formulierung (18) zeigt, daß hier 
individuelle Konstante eingehen, da x nicht streng konstant 
ist, sondern sich als Funktion von w darstellt. Immerhin hält 
sich x in den mäßigen Grenzen 


„131 
*He 
fiir die beiden Substanzen mit extremen w-Werten SnCl, (w = 
0,0131) und He (w = 2,04). 
Die reduzierte Form der Wohlschen Zustandsgleichung ist: 
n= 5 6 
1 > 1 
x ist dabei konstant gleich %/, gesetzt. Wird der Druck wieder 


auf kritisches Volumen und kritische Temperatur reduziert, 
so geht die letzte Gleichung über in: 


j* 


p 6 1 23 
wobei man auch rechts /7 durch 
(k $,)/(Po/ N) 


ersetzt zu denken hat. Außer den Zahlenfaktoren 6/x und 4/x, 
die zwar schon wegen der Veränderlichkeit von x nicht als 
streng, aber doch als ausreichend konstant angesehen werden 
können, tritt hier die individuelle Konstante e auf, die Wohl 
für H, zu 0,5, für CO, zu 0,19, also ur sehr viel Kr veränder- 


lich als x angibt; während nämlich — = = 2,6, ist — = 1,07. 


Wir haben von unserem Standpunkte aus € natürlich wieder 
als Funktion von w aufzufassen. Während also im Grenzfall 


— 
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der idealen Gase die auf kritisches Volumen und kritische 
Temperatur reduzierte Zustandsgleichung von w vollständig 
unabhängig wird, macht sich bei mäßigen Drucken bis zu einigen 
Atmosphären in der Zustandsgleichung von D. Berthelot der 
Einfluß des reduzierten Wirkungsquantums durch das mit w 
schwach veränderliche x geltend, wohingegen für hohe Drucke, 
im Gebiete der Wohlschen Zustandsgleichung, außer x, dessen 
Veränderlichkeit sich auch bemerklich macht!), das stark mit w 
veränderliche e eingreift. Die Quanteneffekte und damit die 
individuellen Konstanten der reduzierten Zustandsgleichung 
treten somit um so deutlicher hervor, je mehr man sich von dem 
idealen Grenzzustande von Avogadro entfernt. Aber die ver- 
schiedenen individuellen Konstanten wie e?) und x sind keine 
voneinander unabhängigen Parameter, sondern Funktionen des 
einen durch die Invarianz von h im C. G. 8.-System mit Not- 
wendigkeit gegebenen individuellen Parameters w. 


d) Zustandsgleichungen entarteter Gase. 


Es gibt eine ganze Reihe von Zustandsgleichungen, die die 
Entartung, d.h. diejenigen Abweichungen zum Ausdruck zu 
bringen suchen, welche auch bei idealen Gasen nach der Quanten- 
theorie gegenüber der Avogadroschen Gleichung vorhanden 
sein sollten. Die meisten dieser Gleichungen enthalten den 
Quanteneffekt in Form einer Korrektion zur Avogadroschen 
Gleichung und haben daher die Gestalt: 

wobei wir uns p, das etwa zunächst als Argument in » auftreten 
könnte, durch die beiden unabhängigen Veränderlichen v und 
RT ersetzt denken. Enthält w außer M nur universelle Kon- 
stanten, die bis auf h sämtlich reine Zahlen sind, so muß sich 
die reine Zahl w in der Form ® (h/H,) darstellen®), wobei 

H, = Mey’! = g's (k 
und‘) ®(h/H,) = O[w Damit ist auf die Form 
® (9, $,w) gebracht. 


1) Vgl. A. Wohl, Zeitschr. f. phys. Chem. 99. S. 227. 1921. 

2) Zur Darstellung des Ganges von e mit w wäre die Berechnung 
weiterer Substanzen nach der Zustandsgleichung von A.W ohl wünschenswert. 

3) Vgl. Mitt. I, 166, Gleichung (13). 

4) Der konstante Faktor N*s ist unter dem Funktionszeichen auf 
der rechten Seite der folgenden Gleichung weggelassen. 
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In der Tat läßt sich zeigen, daß die meisten der für die 
Entartung der Gase aufgestellten Zustandsgleichungen die dem 
Quantentheorem entsprechende Form besitzen: 


(20) =1+ D[w 
Es ist z. B. nach O. Sackur?): 
pr e h? 


was bei Einführung von w eis in: 


(22) 
d.h. in die Form der Seine (20), wobei, wie es sein soll, 
für sehr kleine w, Gleichung (22) von w unabhängig wird. 

Das Gleiche gilt, wie bereits erwähnt?), bei relativ großen w 
für extrem hohe reduzierte Temperaturen oder Volumina. Die 
Avogadrosche Zustandsgleichung, bekanntlich das erste Re- 
sultat der klassisch - mechanischen Gastheorie, ergibt sich 
demnach auch für nicht verschwindendes w, d. h. für Substanzen, 
die im allgemeinen dem klassischen Theorem der überein- 
stimmenden Zustände und dem Prinzip der mechanischen 
Ähnlichkeit nicht folgen, aus der Quantentheorie gerade so als 
klassischer Grenzfall wie für verschwindendes w, d. h. für 
Substanzen, für die allgemein klassische Verhältnisse gelten. 

Zu einer bis auf einen konstanten Zahlenfaktor mit (21) 
identischen Gleichung gelangt von einem anderen Ausgangs- 
punkte aus W. Nernst?), wobei an die Stelle von e/6z tritt 1/8. 
Das führt natürlich wieder entsprechend (22) zu einer Gleichung 
der Form (20). 

H. W. Keesom‘) hat die von P. Debye für die festen 
Körper eingeführte quantentheoretische Methode des elastischen 
Spektrums mit maximaler Schwingungszahl »,, auf die idealen 
einatomigen Gase ausgedehnt. Die von ihm erhaltene Zu- 
standsgleichung enthält noch »,„, und wir sind daher, solange 
ein Zusammenhang dieser Größe mit den kritischen Daten und 


1) Zeitschr. f. Elektrochem. 20. S. 565. 1914. 

2) Vgl. oben S. 173. 

3) Die theoretischen und experimentellen RER des neuen 
Wärmesatzes S. 168. 

4) Physikal. Zeitschr. 14. S. 665. 1913. 
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dem Molekulargewicht nicht festgelegt ist (und das ist mangels 
experimenteller Anwendungen im einzelnen bisher nicht der 
Fall), nicht imstande, im allgemeinen zu prüfen, ob die Zustands- 
gleichung die von unserem Quantentheorem postulierte Form 
besitzt. Aber für den extremen Fall hoher Temperaturen fällt 
bei Keesom »,, aus der Zustandsgleichung heraus, die dann 
eine Beziehung zwischen p, v, k T, h, m, und dimensionslosen 
universellen Konstanten darstellt. Für diese Gleichungen ist 
unser Quantentheorem in der Tat erfüllt. 
Für hohe re ist nämlich nach Keesom!) 


1 (R#\? 
(23) its » 
wobei 

ON \' (5 RT 
(24) = Nk (75) (7 M a)" 
Man überzeugt sich leicht durch Einsetzen, daß (23) übergeht in: 
I 1 1 


d.h. in die Form der Gleichung (20), wobei (25) wieder für 
sehr kleine w sowie extrem hohe @ oder 9 von w unabhängig 
wird. 

Das experimentelle Material zur Prüfung der Zustands- 
gleichung entarteter Gase ist bekanntlich noch recht spärlich. 
Immerhin hat O. Sackur?) entsprechend dem Umstand, daß 
sich Gleichung (21) auf die Form bringen läßt: 

A 

po=kT(14+ 427), 
wobei A eine universelle Konstante ist, bei He und H, im 
p v-p-Diagramm eine gegen die Abszissenachse konkave Kurve 
erhalten. Der Effekt, der sich beim Siedepunkt des H, zeigt, 
bleibt bei den Siedepunkten von O, und N,, also bei annähernd 
korrespondierenden Temperaturen, aus, wie es das Quanten- 
theorem verständlich erscheinen läßt, da das Entartungsglied 
nach (22) mit abnehmendem w abnimmt. Nach dieser Gleichung 
wird für übereinstimmende Temperaturen und Volumina beim 
Übergang von H, zu O, das Entartungsglied im Verhältnis 


1) a. a. O. Gleichung (14) und (15a). 
2) a. a. O. S. 566. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 69. 12 


‘ : 
3 
r 
T. 
n 
n 
& 
dd 


178 A. Byk. 


n (sr) = 0,0123, d. h. auf etwa 1°/, seines Wertes sinken. 
Unter diesen Umständen ist es begreiflich, wenn der an 
sich schon nicht übermäßig starke Entartungseffekt des H, 
verloren geht. Wenn Sackur bei H, einen stärkeren Quanten- 
effekt gefunden hat als bei He, so liegt das daran, daß sich die 
Messungen an beiden Gasen auf die gleiche absolute Tempe- 
ratur von 20° K. beziehen, bei He also auf eine pera = 6,4mal 
so hohe reduzierte Temperatur, was nach (22) den Entartungs- 
effekt des He im Verhältnis zu dem bei H, in diesem Maße 
herabsetzt.!) 


e) Boyle-Temperatur. 


Die Heraushebung je einer Isotherme aus den Isothermen- 
netzen der verschiedenen Substanzen kann bei einphasigen 
Systemen mit einem unabhängigen Bestandteil und daher zwei 
thermodynamischen Freiheitsgraden nicht nur wie oben im 
Falle der Zustandsgleichung von Kamerlingh Onnes durch 
Fixierung eines willkürlichen Parameters erfolgen, dort der 
Konstante const, in Gleichung (4) bzw. const, in Gleichung (5), 
sondern knüpft unter Umständen auch an gewisse ausgezeich- 
nete Eigenschaften der betreffenden Isotherme an. Das ist der 
Fall bei der Boyletemperatur, bei welcher gerade für unendlich 
verdünnte Gase das Boyle-Mariottesche Gesetz erfüllt ist, 


bei welcher also, wenn man J7-q@ als Funktion von 1/g darstellt 


und # konstant hält?) a =0 wird. Da durch diese 


Festsetzung die beiden verfügbaren Freiheitsgrade fixiert sind, 
so müßte nach dem klassischen Theorem der übereinstimmenden 
Zustände die Boyletemperatur die Form haben 75 = const 9, 
während unser Standpunkt zu 73=x(w)-%, mit der Grenz- 
bedingung x (w)o= 0, = const führt. Das Experiment ergibt 
entsprechend der mittleren reduzierten Zustandsgleichung von 
Kamerlingh Onnes?) x (w) = 2,54, während Leduc‘) hierfür 
2,56 angibt. Nur H, und He, die beiden Substanzen mit den 
abnorm hohen w-Werten bzw. abnorm niedrigen #,-Werten, 


1) Auch die Verschiedenheit der g-Werte wirkt im gleichen Sinne. 
2) Kamerlingh Onnes und Keesom, a. a. O. S. 896. 

3) Kamerlingh Onnes und Keesom, a. a. O. S, 896. 

4) Annales de chimie et de physique (8) 19. S. 456. 1910. 
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zeigen einen Gang mit w derart, daß Ta, = 3,31); T’z.ue) = 8,84) 
wird. x ist also hier als Funktion von w durch die Erfahrung 


dx(w) 
charakterisiert, daß dw) > 0 ist. 


f) Inversionstemperatur des Joule-Kelvineffekts. 

Die Inversionstemperatur, bei welcher der differentielle, 
d.h. auf unendlich kleine Druckdifferenzen bezogene Joule- 
Kelvin-Effekt sein Vorzeichen ändert, ist im allgemeinen noch 
eine Funktion des Druckes bzw. des Volumens. Legt man ähnlich 
wie bei Definition der Boyletemperatur das Volumen durch die 
Bedingung y = oo fest, d.h. handelt es sich um sehr verdünnte 
Gase, so ist nunmehr auch diese (reduzierte) Inversionstempe- 
ratur 9, fixiert. Diese sollte nach dem klassischen Theorem 
eine korrespondierende sein. Sie ist nämlich durch die beiden 
simultanen Gleichungen gegeben.?) 


(26) 
(27) B= 5, 4+ + 


wobei die b,, b, usw. nach Pi klassischen Theorem universelle 
Konstanten sein sollen. Indem man ® und (7 9, 


(27) bestimmt und in (26) substituiert, erhält man eine Gleichung 
für #,, das, wenn wirklich die b,, b, usw. universelle Konstanten 
wären, für alle Substanzen das gleiche sein müßte. In der 
Tat aber ergibt sich®), soweit bis jetzt Messungen vorliegen, 
für Luft (O, + N,) einerseits 9, = 4,8, für H,*) andererseits 
9, = 6,9, d. h. stark voneinander abweichende Werte. Von 
unserem Standpunkte aus, von dem die b noch Funktionen 
von w sein werden, erscheint das begreiflich, da (26) und (27) 
dann eine Gleichung der Form #; = x (w) liefern und da bei 
dem abnorm hohen Wert von wy, erhebliche Unterschiede 
zwischen x (wy,) und x (wo,) bzw. x (wy,) zu erwarten sind. 


1) Kamerlingh Onnes und Keesom, a. a. O. S. 897. 
2) Kamerlingh Onnes und Keesom (a. a. O. S. 943) schreiben 
rit wobei B- 778. 
Beziiglich der OR. von ® vgl. Gleichung (1) sowie Kamerlingh 
und Keesom, a. a. O. S. 729, Gleichung (35). 
3) J. P. Kuenen, Die Eigenschaften der Gase, S. 304. Leipzig 1919. 
4) Kamerlingh und Keesom, a. a. O. S. 943. 
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2. Sättigungszustände. 
Die hierher gehörigen Erscheinungen sind bereits aus- 
führlich in Mitt. I behandelt worden, und zwar: 
a) Dampfdruckgleichungen von van der Waals und von 
Nernst; dort, $. 178ff. 
b) Die Regel der geraden Mittellinie der Dampf- und Flüssig- 
keits-lichten von Cailletet und Mathias; dort, 8S. 190ff. 


8. Kritischer Zustand. 
a) Kritischer Koeffizient; bereits behandelt in Mitt. I, S. 200ff. 


b) Kritischer Dampfspannungskoeffizient. 


Von den für den kritischen Zustand charakteristischen 
Koeffizienten hat man außer dem oben behandelten kritischen 
Koeffizienten im engeren Sinne vielfach noch den sogenannten 
kritischen Dampfspannungskoeffizienten 


dT /T=% \ /#=1 

zum Theorem der übereinstimmenden Zustände in Beziehung 
gebracht. Das klassische Theorem fordert 


dt 
das Quantentheorem, wenn man Gleichung (28) (Mitt. I, S. 179) 

nach J7xoex. auflöst und nach # differentiiert 
dd, 
= = = zw), 
wenn wir im kritischen Punkte #=1 setzen. Soweit eine 
Dampfdruckformel von der Form der van der Waalsschen 


gilt, ıst im kritischen Punkte, wie man leicht aus Gleichung (30) 
(Mitt. I, S. 180) ableitet*): 


ds =1 


1) van der Waals (Kon. Amst. 19. S. 1316. 1911) im Anschluß 
an J. P. Kuenen (Zustandsgleichung 1907. S. 142) benutzt denn auch 
bei Prüfung einer empirischen Beziehung zwischen 

x und 
ds B=1 
für die letztere Größe unmittelbar die aus den meist nur unterhalb des 


kritischen Punktes verifizierten Dampfdruckformeln sich ergebenden 
q-Werte. 


= 1 
w const '), 
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Der frühere!) Befund, wonach q = x (w) ist, zeigt also gleich- 
zeitig, daß auch der kritische Dampfspannungskoeffizient die 
hier geforderte Form einer Funktion von w hat. 


B. Die Entropiegleichung (Differentialquotient der 
freien Energie nach der Temperatur). 
1. Die Entropiekonstante der einatomigen Gase. 


Aus der allgemeingültigen Gleichung (23)?) ersieht man, 
daß unser Quantentheorem für die Entropie nur in dem gleichen 
Umfange gelten kann wie für die innere Energie*), daß also 
sein Geltungsbereich beschränkter ist als bei der Zustands- 
gleichung. Differentiiert man nämlich die genannte Gleichung 
partiell nach #, so hat man :*) 


e,/N Ou os 

Da c,, die Molekularwärme bei konstanten Volumen, für kon- 
stantes ‘+ und y von der Zahl der Atome im Molekül abhängt, 
so gilt das also auch für (0s/0), und für s. Nach Sackur?) 
und Tetrode®) treten in dem Ausdruck für die Entropie der 
idealen Gase die Hauptträgheitsmomente auf. Würden diese 
unabhängig von der Atomzahl unserem Quantentheorem folgen, 
so müßte ihnen als Größen von der Dimension’) M, L,” die 
Form x (w) m, (q/N)* (28) zukommen. Das ist aber keines- 
wegs der Fall, da für die einatomigen Moleküle ganz unabhängig 
von den Werten von w; M, #, und g, in dem Ausdruck für die 
Entropie mit merklich verschwindenden Hauptträgheitsmomen- 
ten zu rechnen ist. Weiter macht es auch die rein qualitative 
Unterscheidung zwischen zweiatomigen Molekülen mit zwei zu- 
sammenfallenden Hauptträgheitsmomenten und mehratomigen, 
bei denen alle drei Hauptträgheitsmomente voneinander ver- 


1) Vgl. Mitt. I, 180. 

2) Mitt. I, S. 172. 

3) Vgl. unten S. 185. 

4) Vgl. M. Planck, Thermodynamik (5. Aufl.) S. 125, Glei- 
chung (79h). N tritt im Nenner von c, auf, weil sich « auf ein Molekül, 
nicht auf ein Mol bezieht, k zur Reduktion einer Größe von der Dimension 
Energie: Temperatur (vgl. Mitt. I, S. 164). 

5) Ann. d. Phys. 40. S. 87. 1913. 

6) Ann. d. Phys. 88. S. 441. 1912. 

7) Mg, In, T, seien die Symtole für die Dimensionen von Masse, 
Länge, Zeit. 
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schieden sind, unmöglich, auch nur für die zwei- und mehr- 
atomigen Moleküle in ihrer Gesamtheit die Hauptträgheits- 
momente als universelle Funktionen nach Art des Ansatzes (28) 
zu betrachten. Wir sind deshalb gezwungen wie bei der inneren 
Energie bzw. der spezifischen Wärme!), so auch bei der Entropie 
bzw. ihrem Temperaturkoeffizienten die Anwendung unseres 
Quantentheorems auf einzelne durch die Atomzahl charakteri- 
sierte Gruppen von Substanzen zu beschränken. Wir wollen 
das Theorem hier nur für die einatomigen Moleküle durch- 
führen. 

Nach O. Stern?) wird die Entropie eines idealen einato- 
migen Gases bei höheren Temperaturen, wenn wir sie redu- 
zieren und auf ein Molekül umrechnen: 


(27 


(29) s = logo + $10gT + log + §, 
oder bei Einführung von 9, # und w: 

3 =] log # — 31 

(80) s = log p + $log 08 


ein Ausdruck®), der die reduzierte Entropie der einatomigen 
Gase in sehr einfacher Weise als Funktion von 9, 9, w darstellt 
und damit unser Quantentheorem zum Ausdruck bringt. 


Für w = 0 (klassischer Grenzfall) geht (30) über in: 
(81) = log + #400. 


Die Entropiekonstante hat in diesem Falle überhaupt keine 
bestimmte Bedeutung mehr‘), und s läßt sich daher durch 


geeignete Verfügung über die Konstante unabhängig von w 
machen. 


1) Vgl. Mitt. I, S. 167. 

2) Zeitschr. f. Elektrochem. 25. S. 66. 1919. Gleichungen (15), (16), 
(17). Die Formel (29) ergibt sich auch aus der Planckschen Struktur- 
theorie des Phasenraumes (M. Planck, Sitzungsberichte der preuß. 
Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1916. S. 667), und die Entropie- 
konstante in der Form unseres Quantentheorems [vgl. Gleichung (32)] 
erscheint deshalb an diese unmittelbar angeschlossen. 

3) Vgl. Mitt. I, S. 190, Anmerkung 4. 

4) Vgl. z.B. M. Planck, Vorträge über die kinetische Theorie der 
Materie und der Elektrizität, gehalten in Göttingen 1913 (Leipzig 1914) 
8. 6. 
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Die Entropiekonstante S, wird gewöhnlich durch die Glei- 
chung definiert): 


Da (30) auch geschrieben werden kann 


Vs "e 
8 = Rlogv +$RlogT — 8 Rlog| 
(2n)'2 els 


so wird 


N’ (q,/N)* 9," 
S, =— 3K log | | 


S, enthält, da es nach seiner Definition keine reine Zahl ist, 
außer w noch die Größen 9,/N und #, in explizierter Form. 
Im Sinne des Theorems der übereinstimmenden Zustände wird 
man zweckmäßig nicht S,, sondern die reine Zahl 


(32) =—3 log | 


in Gleichung (30) als Entropiekonstante betrachten, wobei 
dann zwischen dieser „reduzierten Entropiekonstante‘‘ und S, 
die Beziehung besteht: 


(33) 8, = R-s,' — 8 log 


2. Die Nernstsche chemische Konstante. 
Die Nernstsche chemische Konstante?) 
c_Elgk-4R+S 
R 


geht unter Rücksicht auf (83) und (32) über in: 


(5) 


Auch C stellt sich, da es keine reine Zahl ist?), als eine Funktion 
von w, %, und 9,/N dar. 


1) Vgl. z.B. O. Stern, a. a. O. S. 78, Gleichung (16). 

2) O. Stern, a. a. O. 8.79, Gleichung (17). 

3) Vgl. z.B. M. Planck, Theorie der Wärmestrahlung (2. Aufi.), 
8. 132. 
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Einer experimentellen Prüfung ist zunächst nur Glei- 
chung (34) zugänglich. Da, beim Einsetzen seines Definitions- 
wertes für w1), C wieder die übliche Form?) 


(35) C = log um 
annimmt, so erscheint (34) in gleichem Umfange verifiziert 
wie (35). Formel (35) und damit auch (34) gilt innerhalb der 
Versuchsfehler für H,*), A*), Zn*), Cd*), Hg.?) 
Schreiben wir die Beziehung zwischen w und C in der Form: 


(36) — Blog „|= ©-1082 9) + § + 


so stellt die linke Seite von (36) nach (32) den theoretischen 
Wert der reduzierten Entropiekonstanten dar, die rechte Seite 
den experimentellen. Tab. I Kolumnen 5 und 6 geben für die 
beiden Gase (H, und A), für die C, 9, und 9, bekannt sind, 
die gefundenen und berechneten Werte von s,’. Der Grad der 
Übereinstimmung ist natürlich hier der gleiche wie für die ge- 
fundenen und nach (35) berechneten Werte von C. Die An- 
wendbarkeit von Formel (36) auf H,, der sich bei sehr tiefen 
Temperaturen bekanntlich sowohl beziiglich der spezifischen 
Wärme®) wie bezüglich der chemischen Konstante”) einatomig 
verhält, zeigt, daß unser Quantentheorem in der Tat all- 
gemein für die charakteristische thermodynamische Funktion, 
die freie Energie, und nicht nur für die Zustandsgleichung 
auch für mehratomige Körper gilt, wenn nur der Bewegungs- 
zustand durch Unterdrückung der Oszillation und Rotation 
auf denjenigen der einatomigen Moleküle zurückgeführt wird. 


1) Vgl. Mitt. I, S. 166, Gleichung (13). 
2) Vgl. Mitt. I, S. 190. 
3) W. Nernst, Neuer Wärmesatz, S. 151. Nach Nernst ist für H, 
“ logis (1,0182 10°) 

gleich — 1,23 und fir A gleich 0,75 (vgl. O. Stern, Zeitschr. f. Elektro- 
chemie 25. S. 78. 1919). 

4) A. C. Egerton, Philosophical Magazine [6] 89. S. 14. 1920 sowie 
H. Braune, Zeitschr. f. anorg. Chem. 111. S. 147. 1920. 

5) R ist hier 8,316 - 10° Erg/grad. 

6) A. Eucken, Sitzungsber. der preuß. Akademie d. Wissensch. 
von Berlin 1912. S. 151. 

7) v. Kobner u. P. Winternitz, Physik. Zeitschr. 15. S. 397. 1914. 
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C. Die Gleichung der inneren Energie (Helmholtzsche 
Differentialgleichung der freien Energie). 


Die innere Energie, insbesondere ihr Differentialquotient 
nach der Temperatur, die Molekularwärme c,, ist weitgehend 
von der Atomzahl abhängig. Wir müssen daher unsere Theorie, 
die allgemein nur von Molekülen handelt, soweit sie sich ein- 
atomig bzw. starr verhalten!), hier auf die einatomigen Gase 
im eigentlichen Sinne beschränken. Eine Ausdehnung auf mehr- 
atomige ist nur für den Differentialquotienten der inneren 
Energie nach dem Volumen zulässig, bei welchem der Einfluß 
der Atomzahl wieder so weit wegfällt, wie überhaupt bei der 
Zustandsgleichung, in die dieser letztere Differentialquotient 
eingeht [vgl. Gleichung (20); Mitt. I, S. 171). 


1. Spezifische Wärme und Entartung der einatomigen Gase 
(Temperaturkoeffizient der inneren Energie). 
(du 
E | 3 >). sollte nach 
dem klassischen Theorem eine universelle Funktion von # 
und @ sein, wozu nach dem Quantentheorem noch der Para- 


meter w tritt. Soweit empirisch fiir die einatomigen Gase 
¢,|N 


Die reduzierte Molekularwärme 


= ®/, ist, wird sie von #, m und w unabhängig, und die 


Forderungen des klassischen wie des Quantentheorems er- 
scheinen beide erfüllt, ohne daß sich hier zwischen ihnen 
eine Entscheidung treffen ließe. Indes läßt die Theorie der 
Entartung der Gase für sehr tiefe Temperaturen eine Ab- 
nahme von c, unter 3/2 R (2,98) voraussehen, für die sich bisher 
experimentell allerdings nur Andeutungen ergeben haben. 
A. Eucken?) hat nämlich bei komprimiertem He von der Kon- 
zentration 30 Mol/Liter, d.h. = 0,543, für 18°K, d. h. eine 
reduzierte Temperatur von # = 3,5, einen Wert von c, = 2,90 
gefunden. Nach dem klassischen Theorem sollte man bei A 
für die korrespondierende Temperatur, die sich, da 9, = 
150,56° K, auf 527° K oder 254°C stellt, und für korre- 
spondierende Volumina ebenfalls bereits die gleiche Erniedrigung 


1) Vgl. Mitt. I, S. 167. 

2) A. Eucken, Sitzungsber. d. preuß. Akademie d. Wissenschaften 
zu Berlin 1914, I. S. 691); vgl. W. Nernst, Die experimentellen und 
theoretischen Grundlagen des neuen Wärmesatzes. Halle a. S. 1918. 
8. 64. 
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der spezifischen Wärme erwarten. Messungen der spezifischen 
Wärme von A für so niedrige reduzierte Volumina liegen nicht 
vor. Dagegen hat W. Heuse für A etwa bei Atmosphären- 
druck!) bei 15°C = 3,07 und bei —180°C c, = 3,01 ge- 
funden. Die reduzierten Volumina betragen, da yy(4,= 75,14, 
in diesen beiden Fällen 315 bzw. 102. Für unendliche Ver- 
dünnung berechnet Heuse hieraus c, ; 150¢ = 3,07, ¢, _ 1s9c= 2,86. 
Dafür, daß bei 15° C, geschweige denn bei 254°C bei A sich 
die Entartung der Gase bereits geltend macht, fehlt bisher bei 
höheren Verdünnungen jede Andeutung. Es ist auch wenig 
wahrscheinlich, daß bei der letzteren Temperatur und niedrigem 
reduzierten Volumen c, unter 3/2 R sinkt, wenn man berück- 
sichtigt, daß für flüssiges A beim Siedepunkt etwa c, = 5,6?) 
ist und daß, abgesehen von kleinen Anomalien dicht unterhalb 
des Schmelzpunktes, die spezifische Wärme der einatomigen 
Flüssigkeiten einen positiven Temperaturkoeffizienten besitzt.?) 
Sieht man also die Entartung für He bei 18° K als reell an, so 
wird man dem unwahrscheinlichen Schluß, daß bereits bei 
+254° C bei komprimiertem A eine spezifische Wärme < 3/2 R 
als Anzeichen der Entartung vorliegen sollte, dadurch ent- 
gehen können, daß man das Theorem der übereinstimmenden 
Zustände wieder in der Quantenform anwendet, wobei dann 
= py, 0) wird. Dann können bei den großen Unter- 
schieden der Werte von w fiir A und He auch bei gleichem # 
und 9 sehr große Unterschiede in den c, resultieren. 

Für den Gang der spezifischen Wärme bei konstantem 
Volumen der einatomigen idealen Gase nach der Quantentheorie 
sind zwar eine Reihe von Formeln angegeben worden, so von 
H. Tetrode*) und H. W. Keesom); doch konnten sie bisher 
mangels experimentellen Materials nicht geprüft werden. Ich 
möchte daher hier nur zeigen, daß die Theorie von Keesom, 
die der früher erwähnten®) Zustandsgleichung der entarteten 


1) Die Messungen von W. Heuse beziehen sich wie die von 
K. Scheel und W. Heuse (vgl. Ann. d. Phys. 37. S. 87. 1912) an anderen 
Gasen etwa auf Atmosphärendruck. 
2) A. Eucken, Ber. d. D. Physikal. Gesellschaft 18. S. 11. 1916. 
3) A. Eucken, a. a. O. S. 19. 
4) Physik. Zeitschr. 14. S. 214. 1913. 
5) Physik. Zeitschr. 14. S. 669. 1913. 
6) Vgl. oben S. 177. 
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Gase entspricht, auch in dieser Beziehung das Quantentheorem 
erfüllt. Wie in der Zustandsgleichung von Keesom, so tritt 
auch in seiner Formel für die spezifische Wärme im allgemeinen 
die Grenzschwingungszahl »,, auf, was nach obigen Ausführungen 
den Vergleich mit dem Quantentheorem zunächst unmöglich 
macht.) Aber für den Grenzfall hoher Temperaturen fällt 
auch hier wieder »,„ heraus. Für hohe Temperaturen ist nach 
Keesom?) 

en 

1) Im Falle der Debyeschen Formel für die spezifische Wärme 
einatomiger fester Körper (Ann. d. Phys. 39. S. 797. 1912) läßt sich nach 
F. A. Lindemann »,, auf die vom klassischen Prinzip der mechanischen 
Ähnlichkeit für eine Größe der Dimension 7,-! postulierte Form zurück- 
führen. Nach Lindemann ist nämlich (Physik. Zeitschr. 11. S. 609. 
1910) 


Sofern nach R. Lorenz (Zeitschr. f. anorg. Chem. 108. S. 243. 1918) mit 
guter Annäherung die absolute Schmelztemperatur 7',, und das Molekular- 
volumen beim Schmelzpunkt v,, übereinstimmende Größen sind, kann 
man hierfür auch schreiben 

(39) Vm = C(k my (9 ’ 

(£ eine Konstante), ein Ansatz, der dem klassischen Theorem der über- 
einstimmenden Zustände und damit a fortiori unserem Quantentheorem 
genügt (vgl. Mitt. I, S.170.. Das ist nicht überraschend, da bereits 
A. Einstein (Ann. d. Phys. 35. S. 689. 1911) und H. Kamerlingh 
Onnes (Kon, Amst. 20. S. 168. 1911) bemerkt haben, daß die von 
Lindemann aus speziellen molckulartheoretischen Betrachtungen abge- 
leitete Gleichung auch aus Dimensiunsbetrachtungen hergeleitet werden 
kann. Setzt man in die Debyesche Formel für die reduzierte spezifische 
Wärme pro Molekül 


e/N 36 _ 
km e—1 
0 


= ae . gemäß (39) ein: % = p< so erscheint sie in der 


cd =3 für w=0, Sie folgt, wie 


nach ihrer quantenmäßigen Ableitung zu erwarten, zwar noch dem 
Quantentheorem, nicht aber dem klassischen Theorem der überein- 
stimmenden Zustände. 


2) Physik. Zeitschr. 14. S. 670. 1913. 


Form ® (#, w) mit dem Grenzwert 
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wobei (R #’) durch Gleichung (24) definiert ist. Bei Einführung 
von w in (37) geht diese Gleichung über in: 
v N 1 9 */s 
entsprechend dem Quantentheorem, wobei für kleine w sowie 


sehr große # und @ dieses Argument, wie es sein soll, aus der 
letzten Gleichung verschwindet. 


2. Revidierte Troutonsche Regel der Verdampfungswärmeu 
(Volumkoeffizient der inneren Energie). 

Für den Volumkoeffizienten der inneren Energie ist, wie er- 
wähnt!), die Erfüllung des Quantentheorems der übereinstimmen- 
den Zustände in demselben Umfange zu erwarten wie für die 
thermische Zustandsgleichung (die Beziehung zwischen p, v, T). 
Der Beobachtung am leichtesten zugänglich ist hier das be- 
stimmte Integral über diesen Differentialquotienten, wenn man 
als Grenzen des Volumens pro Mol dasjenige der Flüssigkeit vpı, 
und des zugehörigen Dampfes v,, im Sättigungszustande wählt 
und außerdem noch die beim Übergang von 1 Mol aus der Flüssig- 
keit in den Dampf geleistete äußere Arbeit berücksichtigt. Die 
so erhaltene Größe 

f + — um.) = 4A 


Fi. 


ist die äußere Verdampfungswärme, die wir nach der Gleichung 
von Clausius-Clapeyron auch durch 


d Peoex. 
(vp, — dr.) 


ausdrücken können (T, absolute Siedetemperatur). Es ist 
somit 


d 
(40) = (dp, — dp) ; 
( TI, 


1) Vgl. oben S. 185. 
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Da die Siedetemperaturen sehr angenähert korrespondierende 
sind (T, = 0,64 #, !)), so sollen nach dem klassischen Theorem 


bei diesen Temperaturen > » Pp.» Pri, und natürlich auch 


x den gleichen Wert haben, wonach für A/T, ein universeller 
Wert folgt. In der Tat ist dieser Quotient, die Troutonsche 
Zahl, für die meisten nicht assoziierten Körper nahezu kon- 
stant 21.2) 

Aber diese Regel erleidet eine wichtige Ausnahme, sofern 
für Körper mit niedriger Siedetemperatur der Wert des Quo- 
tienten zugleich mit der Siedetemperatur stark abnimmt, so 
daß er schließlich bei He bis auf 5,2 heruntersinkt.*) Vom Stand- 
punkte des Quantentheorems ist die reduzierte Verdampfungs- 


wärme 7, und, soweit die Korrespondenz der Siedepunkte 


reicht, auch A/T, außer von der reduzierten Siedetemperatur 4, 
noch vom reduzierten Wirkungsquantum abhängig, so daß wir 
zu setzen haben //T,=® (#,, w). Da für Atmosphärendruck 
3, = 0,64 in erster Näherung konstant ist, so sollte A/T', eine 
reine Funktion von w werden, die für w = 0 in eine Konstante 
übergehen soll. Zur Prüfung dieser Folgerung sind wieder die 
experimentellen Werte der Troutonschen Zahl für alle in Be- 
tracht kommenden Substanzen nach abnehmenden w-Werten 
in Tab. I Kolumne 10 zusammengestellt. 

Tab. I, Kolumne 9 enthält die dabei benutzten Werte von 
Age, In cal., die, soweit nichts anderes bemerkt, der vierten Auf- 
lage (Berlin 1912) von Landolt-Börnsteins physikalisch- 
chemischen Tabellen entnommen sind. Die Werte von Ager, 
gehen entweder auf direkte Messungen zurück oder sind, ebenso 
zuverlässig, mit Hilfe der Clausius-Clapeyronschen Formel 
gewonnen. Eine besondere Bemerkung erfordern nur die mit 
einem * bezeichneten, von mir nach Clausius-Clapeyron neu 
berechneten /,.,-Werte. Für He‘) ist 


7,9780 0,13628 4,3634 
log, Hg) = 3,7290 — — + 


1) R. Lorenz, Zeitschr. f. anorg. Chem. 108. S. 243. 1918. 

2) Vgl. etwa J, P. Kuenen, Zusatzgleichung 1907. S. 155. 

3) W. Nernst, Theoretische Chemie (7. Aufl.) S. 294. 

4) H. Kamerlingh Onnes, Koninklijke Akademie van Weten- 
schappen te Amsterdam; Verslag van de Gewone Vergaderingen de Wis- 
en natuurkundige Afdeeling 24. S. 383. 1915. 
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gesetzt. Die Verdampfungswärmen von CO und CH, sind nach 
der von Nernst*) auf Grund der Gleichung (44)?) angegebenen 
Modifikation der Clausius-Clapeyronschen Formel 
dlo 
a= 
bereehnet, wobei unter Benutzung der van der Waalsschen 
Dampfdruckformel als Näherung log p = a,’ +b,/T (a, und 
b, Konstanten) angesetzt wurde.*) Die Dampfdruckmessungen 
an Kolılenoxyd von Baly und Donnan‘) ergeben als mole- 
kulare Verdampfungswärme zwischen 80° K (615,65 mm Hg 
Druck) und 81° K (689,12 mm Hg) 1402,— cal., zwischen 
81° K und 82° K (772,35 mm Hg) 1465,— cal., zwischen 82° K 
und 83° K (863,06 mm Hg) 1456,— cal. Die Werte stimmen 
hinreichend überein, um für den Siedepunkt 81,850 K das 
Mittel 1441,— cal., abgerundet 1440,— cal. zu nehmen. Für 
CH, liefern die Temperatur-Druck-Werte von Hunter?) 99,4°K 
(286 mm Hg) und 109,2° K (696 mm Hg) A = 1921 cal., während 
die Werte von Olszewski®) 119,2° K (1702 mm Hg) und 
87,20 K (79,80 mm Hg) 1927 cal. ergeben. Die Werte stimmen 
recht gut überein; wir nehmen als Mittel 1924 cal. (abgerundet 
1920 cal.) an. 
Tab. I”) Kolumne 10 zeigt deutlich für die tiefsiedenden 
Substanzen den Anstieg®) von 2/T,*) mit 1/w und zugleich den 


1) Theoretische Chemie (7. Aufl.) S. 236. 

2) Mitt. I, S. 195. 

3) Die Benutzung von Gleichung (44) (Mitt. I, S. 195) bei CH, und 
CO erscheint unbedenklich, da sie bei O, und N, zulässig ist (vgl. H. v. 
Siemens, Ann. d. Phys. 42. S. 886. 1913) und da CH, und CO sich be- 
züglich des Theorems der übereinstimmenden Zustände sowie der Ab- 
weichungen davon sehr nahezu wie O, und N, verhalten (vgl. Mitt. I, 
Fig. 2, S. 181, und Fig. 4, 8. 200). 

4) Journ. of the Chemical Society 81. S. 919. 1902. 

5) Journ. of physical chemistry 10. S. 352. 1906. 

6) Compt. rena. 100. S. 940. 1885. r 


7) Durch eine Kurve der Form « + 8 en (vgl. Mitt. I, Glei- 
e 


chung (32), S. 181) stellen wir die Troutonsche Zahl hier nicht dar, da 
für sie in einer nachfolgenden Arbeit eine im enzjelen genauer quanten- 
theoretisch begründete Formel angegeben werden soll. 

8) Hierauf wurde schon in Mitt. I, S. 189 gelegentlich der Nernst- 
schen Dampfdruckgleichung hingewiesen. 

9) Die benutzten Werte von 7, sind in Mitt. I, S. 184, Tab. Ila, 
Kolumne 1 zusammengestellt. 
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Grenzwert bei Annäherung an 1/w = 00. Trennung nach homo- 
logen Reihen in Tab. II Kolumne 5 und nach Gruppen von 
Isomeren in Tab. III Kolumne 4 läßt diese Gesetzmäßig- 
keiten auch hier wieder noch deutlicher hervortreten. In den 
homologen Reihen I—V, die die tiefsiedenden Substanzen bzw. 
diejenigen mit großem reduzierten Wirkungsquantum umfassen, 
findet nunmehr ein ausnahmslos regelmäßiger starker Anstieg 
von A/T, mit abnehmendem w statt. In den Gruppen VIII—XIV 
mit kleinem w bzw. großem T,, wo der Grenzwert von 4/T, 
merklich bereits erreicht ist, schwanken die Zahlen der einzelnen 
Reihen unregelmäßig ein wenig um den Normalwert der Trou- 
tonschen Zahl, der von unserem Standpunkt aus nunmehr als 
oberer Grenzwert erscheint. Bei den Gruppen von Isomeren, 
(vgl. Tab. III Kolumne 4), die nur Substanzen mit kleinem w 
umfassen, ist lediglich das Schwanken um den Grenzwert 
innerhalb der einzelnen Gruppen zu bemerken. 


Da der Gang der Troutonschen Zahl mit w bzw. T, ein 
außerordentlich starker ist (5—23) und da die Verdampfungs- 
wärme verhältnismäßig leicht theoretisch zu übersehen ist, so 
scheint es lohnend, gerade für den Gang dieser Größe (die sog. 
»Revidierte Troutonsche Regel“ !)) eine genauere Theorie 
unter Spezialisierung der hier entwickelten Vorstellungen aus- 
zuarbeiten. 


Ill. Prüfung des Quantentheorems der übereinstimmenden Zustände 
außerhalb der reinen Thermodynamik. 


Sofern der Ausdruck unseres Quantentheorems in Glei- 
chung (17) (Mitt. I, 170) umfassender ist als in Gleichung (15) 
(Mitt. I, 167), sollte es nicht nur für thermische Größen in aus- 
gedehnten Phasen im Gleichgewichtszustand gelten. Es ist 
vielmehr einer Erweiterung fähig durch Übergang von Gleich- 
gewichtszuständen zu den Vorgängen, mit deren Hilfe sich das 
Gleichgewicht erst einstellt (innere Reibung), durch Übergang 
vom Inneren der ausgedehnten Phase zu ihrer Begrenzung 
(Kapillarität) sowie durch Übergang von mechanisch-thermischen 
zu elektromagnetischen Größen (Molekularrefraktion). 


1) W. Nernst, Theoretische Chemie (7. Aufl.) S. 285. 
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A. Innere Reibung der Gase und Flüssigkeiten. 


Nach seiner Bedeutung als einer Kraft pro Flächeneinheit 
und für die Einheit des Geschwindigkeitsgefälles besitzt der 
Koeffizient der inneren Reibung n die Dimension 

= M,': (Energie): (Volumen) —*. 
o+0 
Das klassische Theorem der übereinstimmenden Zustände for- 
dert somit bei übereinstimmenden Volumina und Temperaturen 
Proportionalität von n mit 


Diese Forderung hat sich zunächst für hochsiedende Flüssig- 
keiten, wenn auch nicht mehr als in grober Annäherung be- 
währt. Nach H. Kamerlingh Onnes und de Haas!) kommen 
selbst bei nicht assoziierten Stoffen Schwankungen des redu- 
zierten Reibungskoeffizienten im Verhältnis von 1,5:2,8 vor. 
Die mangelnde geometrische Ähnlichkeit macht sich hier also 
sehr stark geltend.?) 


1. Reibungskoeffizient nach Reinganum. 


Der Reibungskoeffizient von Gasen als Temperaturfunk- 
tion®) sollte sich nach dem klassischen Theorem in der Form 
darstellen lassen 


1 a 
1 = - 
Wenn also Reinganum’) für ihn eine Formel’) angibt 


0,39525 


N’ 


1) Verslagen der Zittingen van de Wis- en Natuurkundige Afdeeling 
der Koninklijke Akademie van Wetenschappen (Amsterdam) 8. S. 62. 
1895. 

2) Vgl. auch H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom, a. a. 0. 
S. 731 sowie v. Smoluchowski (Kosmos, Zeitschr. der polnischen Natur- 
forschenden Gesellschaft Kopernikus 85. S. 549. 1910). 

3) Vom Druck ist er bei nicht extremen Werten der kinetischen 
Gastheorie entsprechend unabhängig. 

4) Ann. d. Phys. 10. S. 341. 1903. 

5) Bei Reinganum steht R an Stelle von R/M, da R bei ihm 
(vgl. a. a. O. S. 338) die Gaskonstante für die Masseneinheit und nicht wie 
üblich für das Mol bezeichnet, 
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(e Dichte, N’ Anzahl der Moleküle für die Volumeinheit, 
6, Durchmesser des Moleküls, a’ eine universelle dimensions- 
lose Konstante’)), so muß nach dem klassischen Theorem c’/#, 
eine universelle Konstante sein. Im Falle der Gültigkeit des 
Quantentheorems dagegen ist nicht einfach?) o,2 ~ 9), sondern 
wir müssen die beiden individuellen Konstanten setzen: o, = 


, 


x (w) 90°, € Fo, also: 
n = x' (w)- (2) 


Nun hat bereits Reinganum?) selbst, bemerkt, daß c’/#, 
für die verschiedenen Substanzen nicht konstant ist, sondern 
einen Gang mit der kritischen Temperatur zeigt, hieraus auf 
die Ungültigkeit des klassischen Theorems der übereinstimmen- 
den Zustände auch in diesem Falle geschlossen und hat auch 
auf die Analogie dieses Befundes mit der Abweichung von der 
klassischen Troutonschen Regel aufmerksam gemacht. Für 
uns, die wir diese Beziehung nicht an i), sondern an w an- 
knüpfen, ist dies keine bloße empirische Analogie, sondern eine 
Folgerung aus unserem allgemeinen Quantentheorem. 

Tab| I Kolume 7 enthält die gefundenen Werte‘) von?) 
#,/c’ nach abnehmenden w geordnet. Der Gang von #,/c’ mit w 
in dieser Tabelle sowie in der Fig. 2 ist wieder sehr deutlich. 
Bei CH,Cl mit w = 0,0491 scheint bereits die Grenze erreicht 
zu sein. Es tritt dann keine weitere Zunahme von #,/c’ mehr 
ein, sondern eine kleine, wohl innerhalb der Fehlergrenzen 
liegende Abnahme. Daß A einen etwas kleineren Wert von 


(43) 


1) Die individuelle Konstante c’ bängt mit dem Potential der 
Molekularattraktion zusammen. 

2) Vgl. hierzu bei Reinganum (Ann. d. Phys. 28. S. 147. 1909), 
wonach im Falle des klassischen Thecrems gelten soilte: 

3 

3) Ann. d. Phys. 28. S. 147. 1909. 

4) Nach Reinganum, a. a. O. S. 145. 

5) Wir betrachteten statt c’/d, den reziproken Wert @,/c’, um 
auch bei dieser Quasi-Invariante einen Anstieg mit abnehmenden w zu 
erhalten. 


Annalen der Physik, IV. Folge. 69. 13 
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%,/c’ besitzt als O,, liegt wohl daran, daß hier bei den wenig 

voneinander verschiedenen w-Werten sich der Einfluß der 
geometrischen bzw. mechani- 

9, 1,56 + w schen Unähnlichkeit bei ein- 

und zwei-atomigen Verbindun- 

gen geltend macht. 

Die ausgezogene Kurve der 
Fig. 2 zur Darstellung von 
1/y (w) entspricht wieder der 
Form (32)!), wobei diesmal die 
Konstanten 


a= 0,688, B=1,71, 6 = 1,56 
zu setzen sind. Der mittlere 


1 1 


— Beobachtungsfehler als Maß der 
klassisch zu begründenden Ab- 
der Molekularattraktion in der weichung wird hier 


Diereziproke reduzierte Konstante 


Reinganumschen Formel für die [9 
innere Reibung der Gase als Funk- : ( 7 = 0,126, 
tion des reziproken reduzierten 
Wirkungsquantums. die quantentheoretische Abwei- 
Fig. 2. chung 


d. h. es werden durch die Quantentheorie 90,6°/, der ursprüng- 
lichen Abweichung weggeschafft. 

L. Boltzmann?) verwirft von seinem klassischen mole- 
kularmechanischen Standpunkte die Maxwellsche Theorie der 
inneren Reibung der Gase, die auf der Abnahme einer der 5. Po- 
tenz der Entfernung umgekehrt proportionalen Abstoßungs- 
kraft zwischen den Molekülen beruht, weil sie zwar für zusammen- 
gesetztere Gase wie CO, gut mit der Erfahrung stimme, nicht 
aber für die „gewöhnlichsten‘“‘ wie H, und O,, für die man 
die Gültigkeit der Theorie nach Boltzmann doch in erster 


1) Mitt. I, 8. 181, 
2) Vorlesungen über Gastheorie I (Leipzig 1896) S. 160, 


10 
J = 1,34, 
E c 
somit 
‘ 
a _ 0,094; 
J 
ed’ 


Zur Quantentheorie der Gase und Flüssigkeiten. 195 


Linie erwarten sollte.) Von dem gewonnenen quantentheore- 
tischen Standpunkte aus wird man indes in den Abweichungen 
bei H, und O, durchaus noch kein Argument gegen die Max- 
wellsche Annahme zu sehen brauchen. Nach Fig. 2 gelten für 
CO, bereits merklich klassische Verhältnisse, nicht aber für H, 
und O,, die auf dem noch stark ansteigenden Aste der Quanten- 
kurve liegen. Daher darf man zwar für CO, die Rechnung, wie 
Maxwell?) und Boltzmann dies tun, gemäß der klassischen 
Statistik führen; bei O, und namentlich bei H, mit ihren hohen 
reduzierten Wirkungsquanten dagegen muß die Statistik 
quantenmäßig behandelt werden, und das Maxwellsche Ab- 
stoBungsgesetz dürfte dann nicht mehr zur einfachen Propor- 
tionalität zwischen der absoluten Temperatur und dem Rei- 
bungskoeffizienten führen wie auf dem Boden der klassischen 
Mechanik. 


2. Reibungskoeffisient nach Nernst. 
W. Nernst?) hat im Anschluß an seine Zustandsgleichung 


entarteter Gase (vgl. oben S.176) eine Theorie der inneren Rei- 
bung gegeben, die zu dem Reibungskoeffizienten führt 


(q, mittlere Molekulargeschwindigkeit). Wenn wir w und # 
einführen und n seiner Dimension gemäß reduzieren, so erhalten 
wir 
gil 

(44) 2 

| Po \~ ‘s 9 w* 

m, '* (ke 9) ( 

d. h., wie es sein soll, eine Funktion von # und w für den redu- 


zierten Reibungskoeffizienten. Die Beziehung (44) erfüllt nicht 
die Bedingung unseres Quantentheorems, wonach der redu- 


1) Die gleiche klassisch-mechanische Auffassung kommt auch bei 
W. Nernst (Theoretische Chemie, 7. Aufl., S. 235) zum Ausdruck, wenn 
er bei der van der Waalsschen Dampfdruckformel feststellt, daß bezüg- 
lich ibrer das klassische Theorem der übereinstimmenden Zustände nicht 
einmal für einatomige Stoffe wie He, A, Kr zutrifft. Dieses Bedenken 
erledigt sich durch die Quaontentheorie in der gleichen Weise wie dasjenige 
von Boltzmann. 

2) Philosophical Magazine (4) 85. S. 144. 1868. 

3) Sitzungsber. d. preußischen Akademie d. Wissensch. zu Berlin 
1919. S. 118; vgl. auch P. Günther ebenda 1920. S. 720. 

13* 


1 
; 


196 A. Byk. 


zierte Wert von 7 für kleine w von w unabhängig sein soll. Aber 
sie beansprucht in diesem Falle gar keine Geltung, sondern 
Nernst") beschränkt ihren Anwendungsbereich ausdrücklich 
auf kleine Atom- bzw. Molekular-Gewichte?), wodurch also ein 
Ubergang zu groBen Werten von 


m, (k (4) /a 


bzw. kleinen Werten von w ausgeschlossen wird. 


B. Kapillarität. 


0), die Oberflächenspannung, ist von der Dimension 
Kraft/Länge, also der Temperaturkoeffizient der molekularen 
Oberflächenenergie d (o, v"*)/dT von der Dimension der En- 
tropie. Er sollte also nach unserem Quantentheorem die Form 
haben?) ® (+, , w)-k (45). Der Einfluß von # und 9 pflegt 
bei nicht assoziierten Substanzen in erster Näherung vernach- 
lässigt zu werden“) Dann fordert das klassische Theorem, in 
welchem w als Argument ausscheidet, daß der Ausdruck (45) 
eine universelle Konstante sei. Nach Eötvös ist das bekannt- 
lich so weitgehend der Fall’), daß man den Normalwert 2,12 


von k, = — a (a, v'*) geradezu als eines der besten Kri- 
terien für normales Molekulargewicht benutzen kann.®) 

Indes haben sich auch, abgesehen von den typischen asso- 
ziierten Substanzen wie den Alkoholen, bei zwei Klassen von 
Körpern, die man zunächst als normale zu betrachten geneigt 


1) a. a. O. S. 127. 

2) Die Formel erweist sich bei H, und He als brauchbar zur Dar- 
stellung der Beobachtungen. 

3) Vgl. Mitt. I, S. 164. 

4) Vgl. J. P. Kuenen, Die Eigenschaften der Gase 1919, S. 426. 

5) Der Zusammenhang zwischen dem Gesetz von Eötvös und dem 
Prinzip der mechanischen Ähnlichkeit zeigt sich z. B. auch in der Ab- 
leitung dieses Gesetzes durch A. Einstein (Ann. d. Phys. 34. S. 169. 
1911) darin, daß es eine zunächst überraschende Proportionalität zwischen 
dem Radius der molekularen Wirkungssphäre und dem Abstand benach- 
barter Moleküle in der Flüssigkeit fordert, da eben nach dem Ähnlich- 
keitsprinzip irgendwelche miteinander korrespondierende Lineardimen- 
sionen bei jeder einzelnen Substanz im gleichen Verhältnis zueinander 
stehen müssen. 


6) Ramsay und Shields, Zeitschr. f. physik. Chemie 12. S. 444. 
1895. 


e 
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war, Abweichungen vom Normalwert von k, gezeigt. Einmal 
haben die niedrigsiedenden Gase abnorm kleine Werte des 
Temperaturkoeffizienten; so ist kw, = 2,002, k,«co) = 1,996, 
k,(0,) = 1,917, ka) = 2,020. Auf der anderen Seite ergeben 
sich anomal große Werte von k, bei hochsiedenden Körpern 
von hohem Molekulargewicht!), die bei Tristearin, für das 
M = 890,9, bis zu dem außerordentlich hohen Werte von 6,21 
steigen.) Indem man am klassischen Theorem der überein- 
stimmenden Zustände festhielt, hat man konsequenterweise die 
zu niedrigen Werte durch Assoziation®), die zu hohen durch 
Dissoziation?) zu erklären versucht. Aber eine solehe Annahme 
findet gerade in dem hervorstechendsten Falle des Tristearins 
in dem sonstigen, z. B. dem ebullioskopischen Verhalten dieses 
Körpers keine Stütze5) P. Walden und R. Swinne®) haben 
diese und ähnliche Fälle der Regel von Eötvös dadurch ein- 
zuordnen gesucht, daß sie für die höheren Temperaturen, die 
für diese hochsiedenden Substanzen mit den Beobachtungs- 
temperaturen der übrigen Körper korrespondieren würden, für 
die aber direkte Messungen von k, nicht vorliegen, wegen der 
bei zugänglichen Temperaturen beobachteten Abnahme von 
k, mit steigender Temperatur erheblich kleinere k,-Werte 
vermuten. Doch halten sie selbst dieses Argument für den im 
Sinne der Regel von Eötvös normalen Charakter der betreffen- 
den Substanzen für nicht sehr beweiskräftig. 

Unser Quantentheorem vermag die Abweichungen der 
k,-Werte nach beiden Seiten hin auch ohne Inanspruchnahme 
einer Korrektion wegen der Verschiedenheit der reduzierten 
Temperaturen, bei denen die Beobachtung von k, für die ein- 
zelnen Substanzen stattgefunden hat, zu erklären. Wir haben 
auf der einen Seite wieder die tiefsiedenden Gase mit den 


1) P. Walden, Zeitschr. f. physik. Chemie 75. S. 577. 1911; 
Ph. A. Guye, Journ. de chim. physique 9. 8. 509. 1911. 

2) P. Walden, a. a, O.; die kritische Temperatur ist hier nicht 
bekannt; P. Walden und R. Swinne schätzen sie mit Hilfe einer aller- 
dings ziemlich unsicheren Extrapolation auf 1670° K (Zeitschr. f. phys. 
Chem. 79. 8. 753. 1912). 

3) L. Grummach, Physik. Zeitschr. 7. 8. 743. 1906. 

4) J. Homfrey und Ph. A. Guye, Journ. de chim. physique 1. 
S. 536. 1903. 

5) P. Walden, Zeitschr. f. phys. Chem. 75. S. 561. 1911. 

6) Zeitachr. f. phys. Chem. 79. S. 756. 1912. 
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ungewöhnlich hohen w-Werten, auf der anderen die hochmole- 
kularen und hochsiedenden Substanzen mit besonders kleinen 
wi), so daß ® (w) = x (w) in (45) eine mit abnehmendem w 
regelmäßig zunehmende Funktion darstellt. 

Wie bei gewissen anderen thermodynamischen Quasi- 
Invarianten, so hat man auch bei k, in homologen Reihen einen 
Gang bemerkt, derart, daß es mit zunehmendem Molekular- 
gewicht zunimmt.?) Sofern M, #, bzw. T, und 9, im allgemeinen 
in homologen Reihen zunehmen und w damit abnimmt, stellt 
sich auch in diesem Falle k, als eine Funktion von w dar. Doch 
ist hier die Möglichkeit im Auge zu behalten, daß die beim Über- 
gang von einer Substanz zur anderen bei festgehaltener ab- 
soluter Temperatur wegen der Änderung von #, im allge- 
meinen eintretende Änderung von & die regelmäßige Er- 
höhung von k, zur Folge haben könnte. Wenn wir in früheren 
Fällen diese Möglichkeit nicht in Betracht zu ziehen brauchten, 
so liegt das daran, daß es sich dort um Invarianten handelte, 
die ihrem Geltungsbereich nach entweder von # und @ unab- 
hängig waren oder sich, wie die Troutonsche Zahl, wenigstens 
auf mit hinreichender Genauigkeit übereinstimmende Zustände 
bezogen bzw. bei denen dem Einfluß von # und @ Rechnung 
getragen werden kann. 


1) Wenn wir wegen Unkenntnis von 9, und 9, für Tristearin auch 
w nicht genau angeben können, so wird sein Wert doch jedenfalls weit 
unterhalb des kleinsten Wertes unserer Tab. I Kolumne 1 (@syc1,= 0,0131) 
fallen, Setzen wir nämlich für 9, den obigen Schätzungswert von 
1670° K und für die kritische Dichte den bei 65,5° C beobachteten Wert 
der Dichte 0,9245 (Beilstein, Handbuch der organischen Chemie, 3. Aufl. 
Bd. I, S. 446. 1893), so erhalten wir für Tristearin w = 0,0030, ein Wert, 
der sicher noch viel zu hoch ist, da die kritische Dichte natürlich weit 
niedriger sein wird als die bier benutzte. 

2) Vgl. P. Walden und R. Swinne, Zeitschr. f. phys. Chem. 82. 
S. 276. 1913 sowie Dutroit und Friederich, Archives des sciences 
physiques et naturelles 9. S. 126. 1900. Nur die Werte von 


d 
at (a, 
nicht diejenigen von 


d 
(0, »), 
die Walden und Swinne auch in Betracht ziehen, sind hier zu ver- 
wenden, da der letztere Ausdruck seiner Dimension nach (Entropie 


x Länge) eine individuelle spezifische Einheit besitzt und das klassische 
Theorem daher seine Konstanz gar nicht fordert. 


ver- 
opie 
sche 
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C. Molekularrefraktion. 

Die Molekularrefraktion R,, = H (ny Brechungs- 
exponent für unendliche Wellenlängen, o Dichte) stellt nach 
Clausius-Mossotti den von den Molekülen eines Grammols 
wirklich eingenommenen Raum abzüglich der Zwischenräume 
dar. Sofern sie von Druck und Temperatur unabhängig ist, 
soll sie nach dem Quantentheorem die Form haben 


Es wird also die nach Ph. A. Guye?) definierte reduzierte Mole- 
kularrefraktion Bm _ Rx) 


= vw) 


eine Funktion von w allein bzw. im klassischen Grenzfalle eine 
Konstante. Nach J. P. Kuenen?) ist R,II,/%, in erster 
Näherung konstant. Die Werte schwanken, wenn man die 
kritischen Drucke in Atmosphären mißt, bei nicht assoziierten 
Stoffen zwischen 1,8 und 2,0 und steigen nur ausnahmsweise 
bis zu 2,2 an. 

Eine Sonderstellung nehmen wieder die tiefsiedenden Gase 
ein. Es ist?) R,I7,/9, für N,:1,1—1,2; CO: 1,8—1,4; O,: 1,8, 
ein Befund, der sich nach (46) durch die hohen w-Werte dieser 
Substanzen erkiären läßt. Aber auch hier bleibt, wie oben bei 
der Eötvösschen Konstante, und zwar aus dem gleichen 
Grunde, das Bedenken bestehen, daß die Unterschiede vielleicht 
durch den nicht hinreichend übereinstimmenden Charakter der 
Beobachtungstemperaturen bedingt sind.) Dazu kommt noch, 
daß sich die Messungen nicht, wie es nach (46) sein sollte, auf 
unendlich lange Wellen, sondern auf die D-Linie beziehen. 


Wir sehen somit, daß die sogenannten thermodynami- 
schen Inrarianten, deren universelle Konstanz das klassische 
Theorem der übereinstimmenden Zustände fordert, in der Tat 
über das ganze von der van der Waalsschen Theorie der 
Aggregatzustände umfaßte Erscheinungsgebiet hin entsprechend 


1) Annales de chim. et de physique [6] 21. S. 214. 1880. 
2) Die Eigenschaften der Gase. S. 435. 1919. 

3) Ph. A. Gnye, a.a. O. 8. 233. 

4) Vgl. Ph. A. Gnye, a. a. O. 
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unserem Quantentheorem sich als Funktionen des redu- 
zierten Wirkungsquantums w darstellen, die sich im Falle 
kleiner w bestimmten Grenzwerten, eben den Invarianten des 
klassischen Theorems, nähern. 

Sofern wir nunmehr durch den individuellen Parameter w 
den Grad des klassischen bzw. quantenhaften Verhaltens einer 
jeden Substanz quantitativ charakterisieren können, dürfen 
wir von einem chemischen Individuum als im Verhältnis 
zu anderen chemischen Individuen und nicht nur von be- 
stimmten Zuständen einer Substanz gegenüber anderen Zu- 
ständen der gleichen Substanz behaupten, daß bei ihm die 
Quanteneffekte stärker oder schwächer hervortreten. Es sind 
gerade die einfachsten Moleküle der ein- und zweiatomigen 
Gase, von denen die ältere, klassische Molekulartheorie als 
von den „gewöhnlichsten‘‘ die Erfüllung der Forderungen der 
klassischen Molekularmechanik am ehesten erwarten zu dürfen 
glaubte, die ihr infolge ihres großen reduzierten Wirkungs- 
quantums in Wahrheit am fernsten stehen.) 

Während wir in Übereinstimmung mit der herrschenden 
Meinung die kleineren, unregelmäßigen Schwankungen der 
Quasi-Invarianten der mangelnden geometrischen bzw. mecha- 
nischen Ähnlichkeit der einzelnen Moleküle zuschreiben, die 
auch nach der klassischen Mechanik Abweichungen vom 
Theorem der übereinstimmenden Zustände bedingt, führen 
wir aunmehr die beiden Arten grober Abweichungen vom 
Theorem, die der assoziierten und der tiefsiedenden Substanzen?) 
auf zwei völlig verschiedene Ursachen zurück. Während die 
erstere Abweichung sich auf dem Boden der klassischen 
Mechanik durch Bildung von Doppelmolekülen oder mehr- 
fachen Molekülen erklären läßt?), sehen wir in den Abweichungen 
zweiter Art in dem hier dargelegten Sinne typische Quanten- 
effekte. In der Kontroverse zwischen Agglomerations- und 
Quanten-Hypothese scheinen sich somit, soweit der fluide Ag- 
gregatzustand in Betracht kommt, beide Auffassungen nicht 
gegenseitig auszuschließen, sondern vielmehr zu ergänzen. Das 
Überraschende ist dabei, daß die hier aufgezeigten Quanten- 


1) Vgl. oben S. 195. 

2) Bezüglich der empirischen Ausnahmestellung der beiden Klassen 
von Substanzen gegenüber dem klassischen Theorem der übereinstimmenden 
Zustände vgl. etwa A. Wohl, Zeitschr. f. phys. Chem. 87. S.4. 1914. 

3) Kamerlingh Onnes und Keesome, a. a. O. S. 722. 
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effekte der quasi-einatomigen!) Gase und Flüssigkeiten sich 
nicht nach Art der meistens bisher gesuchten und vermuteten 
als schwer zugängliche Erscheinungen darstellen, für die man 
bei eigens dafür angestellten Versuchen allenfalls mehr oder 
weniger sichere Andeutungen erhält wie bei extrem tiefen 
Temperaturen für die Zustandsgleichung nach Sackur?) und 
die spezifische Wärme nach Eucken.?) Es handelt sich viel- 
mehr um grobe, in heute bequem zugänglichen Temperatur- 
gebieten liegende Erscheinungen®), die sich seit langem bereits 
empirisch aufgedrängt haben und deren Einordnung in die 
auf dem Boden der klassischen Mechanik erwachsene Theorie 
der übereinstimmenden Zustände trotz aller Bemühungen nicht 
gelingen wollte5) Bedenkt man, daß sich das elementare Wir- 
kungsquantum seinem Entdecker beim Studium der Wärme- 
strahlung, d. h. der Thermodynamik einer ausgezeichneten 
Substanz, nämlich des Vakuums®), ebenfalls durch grobe Ab- 
weichungen von den Forderungen der klassischen Theorie, 
in diesem Falle vom Rayleigh-Jeansschen Gesetz, auf- 
gedrängt hat und daß es sich auch bei der Einsteinschen 
quantentheoretischen Deutung der altbekannten Abweichungen 
vom Dulong-Petitschen Gesetz, namentlich beim Diamanten, 
sowie bei dem von Nernst und seinen Mitarbeitern gefundenen 
Temperaturabfall der spezifischen Wärme fester Körper nicht 
etwa nur um bloße Korrektionseffekte handelt, so wird man 
die Rolle, die der Quantentheorie in der Thermodynamik der 
Gase und Flüssigkeiten in der vorliegenden Arbeit zugeschrieben 
wird, für eine solche halten dürfen, die sich den bereits aus- 
gebildeten Teilen der Quantentheorie der Aggregatzustände in 
weitestem Sinne in durchaus natürlicher Weise einfügt. 


Berlin, den 15. Mai 1922. 


1) Vgl. Mitt. I, S. 167. 

2) Vgl. oben 8S. 177. 

3) Vgl. oben S. 185. 

4) Vgl. Mitt. I, S. 202. 

5) Vgl. hierzu W. Nernst, Theoretische Chemie (7. Aufl.) 8. 236. 

6) Bezüglich der Auffassung des Vakuums als einer Substanz im 
Sinne der Thermodynamik vgl. A. Byk, Ann. d. Phys. 19. 8. 447. 1906. 


(Eingegangen 20. Mai 1922.) 
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2. Die Einsteinsche Nadelstichstrahlung und 
die Maxwellschen Gleichungen; 


von C. W. Oseen. 


Die folgenden Zeilen haben den Zweck zu zeigen, daß die 
Maxwellschen Gleichungen Lösungen besitzen, die, zwar nicht 
genau, aber in beliebiger Annäherung die Eigenschaften einer 
Einsteinschen Nadelstichstrahlung haben. Sie stellen mit 
anderen Worten eine monochromatische Strahlung dar, die 
von einer punktförmigen Quelle ausgeht und deren Energie, bis 
auf einen beliebig kleinen Bruchteil derselben nur innerhalb 
eines bestimmten, beliebig kleinen Raumwinkels ins Unend- 
liche abströmt. Ich versuche hier nicht, die allgemeinsten 
Lösungen dieser Art zu bestimmen. Ich begnüge mich damit, 
an einem besonders einfachen Beispiele die Existenz solcher 
Lösungen darzutun. 

Die Maxwellschen Gleichungen im Vakuum: 


1 dE 10H 
div Z=0, div H=0, 
besitzen die Lösung: 
(2) E=rotrot Pf, H=+rotS?, 
wo P eine beliebige Lösung der Vektorgleichung: 
= AP 
ist. Ich setze: 
ie 
P,=0, B=0, 32) 
(3) te @\? ie 
| 


pve 
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Die Energie, die pro Sekunde innerhalb eines Raumwin- 
kels d@ durch eine Kugel um den Anfangspunkt und mit dem 
Radius r hindurchgeht, ist mit r? d@ £ x H proportional, wenn 
wir mit # x H das vektorielle Produkt von Z und H bezeich- 
nen. Die Energie, die pro Sekunde innerhalb des Raumwinkels 
d@ ins Unendliche abströmt, hängt demzufolge nur von den- 
jenigen Gliedern von EZ und H ab, die bei wachsendem r wie 
l/r gegen Null konvergieren. Wenn wir nur diese Glieder be- 
rücksichtigen, so haben wir in genügend großer Entfernung von 
dem Anfangspunkte: 


Hier ist: 
z 


+a 


r 


Unsere Formeln zeigen, daß die Energie, die pro Sekunde 
innerhalb des Raumwinkels d@ abströmt, mit [(&)’propor- 
tional ist. 

Ich bezeichne mit (=) irgendeine im Intervall 

geklärte und stetige Funktion von z/r. Wenn « eine beliebig 
kleine, positive Größe ist, so kann man nach einem be- 
kannten Satz von Weierstraß die ganze, positive Zahl n und 
die reellen Größen a,, a,, ... a, so bestimmen, daß für 


€ 
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Ich nehme jetzt an, daß y (=) =0 für —-1= = = cos #, 
wo ”# eine beliebig kleine, positive Zahl ist. Gleichzeitig soll: 


fp do =1. 

Bis auf den beliebig kleinen Bruchteil «? strömt dann die 
ganze Energie der durch die Formeln (2) — (4) definierten 
Strahlung innerhalb des Raumwinkels z/r > cos # ins Unend- 
liche ab. 

Man kann, um ein konkretes Beispiel zu erwähnen, auf 
diese Weise eine Lösung der Maxwellschen Gleichungen her- 
stellen, die eine Strahlung darstellt, die von einer punktför- 
migen Quelle auf der Erde ausgeht und deren Energie bis auf 


om ins Unendliche innerhalb eines Raumwinkels abfließt, der 
von der Oberfläche von Sirius ein Flächenelement von der 
Größe eines Fünfpfennigstückes ausschneidet. 

Ich möchte an den jetzt bewiesenen Satz eine Frage knüp- 
fen. Wenn man annimmt, daß die Maxwellschen Gleichungen 
außerhalb der Atome gültig sind, dann kann ein Atom offen- 
bar einer einfallenden Welle nur dann Energie entziehen, wenn 
es selbst eine Welle aussendet, welche die einfallende Welle 
zum Teil auslöscht. Die einfallende Welle würde ja sonst ge- 
nau dieselbe Energie ins Unendliche transportieren wie in dem 
Falle, wo keine Absorption stattfindet, was offenbar unmöglich 
ist. Wenn die Maxwellschen Gleichungen außerhalb eines 
Atoms gültig sind, so kann man deshalb stets die absorbierte 
Energie als Differenz zweier positiver Größen, der aufgenom- 
menen Energie und der abgegebenen Energie, darstellen. Ich 
frage jetzt: welcher ist der größte Wert, den der Bruch: 

absorbierte Energie 
, aufgenommene Energie 
annehmen kann? Für jede Theorie der Wärmestrahlung, die 
insofern auf klassischem Boden bleibt, daß sie die Maxwell- 
schen Gleichungen außerhalb des Atoms als gültig anerkennt, 
ist die Antwort dieser Frage von grundlegender Bedeutung. 


(Eingegangen 13. Juli 1922.) 
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3. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der 
Lichtenbergschen Figuren und ihre Verwendung 
zur Messung sehr kurzer Zeiten; 
von Pedersen. 

(Hierzn Tafel IT und III.) 


Einleitung. 


In einer früheren Arbeit!) ist eine Methode zur Messung der 
Ausbreitungsgeschwindigkeit positiver und negativer Lichten- 
bergscher Figuren angegeben und dazu benutzt worden, um 
die mittleren Geschwindigkeiten in der Nähe der Elektroden 
zu bestimmen. Außerdem wurde dort im Kapitel VII gezeigt, 
wie diese Methode auch zur Messung der Verzögerung elek- 
trischer Funken Verwendung finden kann. 

Inzwischen ist eine ziemlich umfangreiche Untersuchung 
über dieses Problem der Verzögerung elektrischer Funken 
durchgeführt worden, deren Ergebnis an anderem Orte ver- 
öffentlicht werden soll. Im Laufe der Untersuchung stellte 
es sich als wünschenswert heraus, zu wissen, wie sich die Ge- 
schwindigkeit verändert, von den Elektroden angefangen, wo 
sie am größten ist, bis zum äußersten Rande der Figur, wo 
sie gleich Null ist. Es erwies sich auch als notwendig, auf die 
Theorie dieser Messungen genauer einzugehen und insbesondere 
zu untersuchen, was für Fehler durch eine flache Wellenstirn 
hervorgerufen werden können. Das Ergebnis dieser Unter- 
suchung ist in der vorliegenden Arbeit niedergelegt worden. 

Das zu lösende Problem besteht in der Hauptsache in 
folgendem. In einem bestimmten Augenblicke geht eine 
Liehtenbergsche Figur von einer Elektrode aus und nach 
t Sekunden hat ihre äußere Grenze eine Entfernung von r em 
von der Elektrode erreicht. Der durchlaufene Abstand r hängt 
von der Zeit t ab, 

(I) r =F 


1) P. O. Pedersen, On the Lichtenberg Figures Part I Vid. Selsk. 
Math. fys. Medd. I 11 Copenhagen 1919. Wenn im folgenden darauf hin- 
gewiesen wird, soll die Arbeit abgekürzt mit L FI bezeichnet werden. 
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Die Funktion F hängt von der Amplitude des Impulses, von 
der Art und Dichte des Gases, von der Dicke der photo- 
graphischen Platte (P in Fig. 1) und möglicherweise noch von 
anderen Bedingungen ab. Die Aufgabe ist nun, F zu be- 
stimmen. 

Ist diese Funktion bekannt, so ist die Geschwindigkeit U 
gegeben durch 


aF 
U = - 


und die Zeit t, die einer bekannten Entfernung r entspricht, 
kann dadurch gefunden werden, daß man (I) nach ¢ auflöst. 
Wir wollen diese Lösung in der Form 
(III) t=f(r) 
schreiben. 

Wenn andererseits Gleichung (II) oder (III) gegeben ist, 
so können wir daraus (I) ermitteln. 

Die schließliche Reichweite R der Figur wird gegeben 
durch 


(IV) R=F(o). 


Die Beziehung (I) ist auf zwei verschiedene Weisen be- 
stimmt worden: 

a) Durch Messung zusammengehöriger Werte von t und r 
nach der in L. F. I. angegebenen Methode, die weiter unten 
im Abschnitt 1 kurz beschrieben werden wird. 

b) Aus der Form der Grenzlinie zwischen zwei Figuren, 
die von geraden Elektroden ausgehen, wird mathematisch die 
Gleichung (II) abgeleitet. Die Einzelheiten dieser Methode 
sind in dem folgenden Abschnitt 2 angegeben. 

Im Abschnitt 3 wird gezeigt, daß die Ergebnisse aus den 
zwei Methoden a) und b) gut miteinander übereinstimmen. 

Abschnitt 4 behandelt den Einfluß flacher Wellenstirnen, 
Abschnitt 5 bringt Einzelheiten über die Form der Grenz- 
linie, Abschnitt 6 enthält ein Paar Schlußbemerkungen. 


1. Methode zur Messung zusammengehöriger Werte der Zeit t 
und der Entfernung r in Gl. (T). 
(Die benutzte Meßanordnung ist aus Fig. 1 ersichtlich.) 
E ist eine kleine Influenzmaschine, die unter Zwischen- 
schaltung von zwei großen Widerständen R, und R,, z.B. 
zwei Griffeln, mit dem Kondensator C verbunden ist. G ist 
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die primäre Funkenstrecke, A, und A, sind zwei Elektroden, 
ü deren Form und gegenseitige Lage aus Fig. 2 ersichtlich ist. 
1 A, und A, befinden sich auf der lichtempfindlichen Schicht 


abht - ade=L, 


Schaltungsschema zur Messung zusammengehöriger Werte 
von ¢ und r in Gleichung (I). 
t, Fig. 1. 


A 
A 


A; 
d 


i 
WHA 


mn einer photographischen Platte P, die auf einer geerdeten 
Metallplatte ruht. Die primäre Funkenstrecke ist durch einen 
Draht fia an den Punkt a der Schleife edabhc, die A, und 
4, verbindet, angeschlos- 


” sen; das Drahtstück abhe 
ist um Z, Meter länger als 
Be: das Stiick ade. Die eine 
Kondensatorplatte liegt di- 
rekt an der Erde, das 
Drahtsystem und die Elek- 
ie | troden A, und A, sind tiber 
do den großen Widerstand Rj 
mit der Erde verbunden. ı\ ; ji 
on Will man eine Messung ‘\ ji Pr; 
ausführen, so dreht man die 
Influenzmaschine langsam 
- so lange, bis ein Funken in Form und geguumas Lop 
8°, i der Lichtenbergschen Elektroden 
der Funkenstrecke G über- A, und A, auf Fig. 1. 
’ springt. Dann läuft im 


Fig. 2. 
Drahte fia ein elektrischer " 


Impuls oder eine elektrische Welle, die im Punkte a zum 
ai Teile reflektiert, zum Teile nach ab und ad durchgelassen 
B. wird. Die reflektierte Welle wandert durch den Draht aif 
An zurück, die durchgelassene läuft teils im Draht abhc, teils 


J R, ¢ 
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im Drahte ade weiter. Wenn der Wellenwiderstand der drei 
im Punkte a zusammenstoßenden Drähte derselbe ist, so ist 
die Amplitude der reflektierten Welle — !/, V,, die der durch- 
gelassenen Welle ?/, V,, wenn mit V, die Amplitude der ur- 
sprünglichen Welle bezeichnet wird. 

Die im Drahte ade wandernde Teilwelle erreicht die 
Elektrode A, um t, Sek. früher als die im Drahte abhe 
wandernde Teilwelle die Elektrode A, erreicht, wobei 
(a) I, L 


da abhc um L, Meter länger ist als ade. Dabei wird an- 
genommen, daß die Wellen mit der Lichtgeschwindigkeit » 
wandern. In Wirklichkeit wird die Geschwindigkeit etwas 
kleiner sein und t, infolgedessen zu klein werden, wenn man 
es aus Gleichung (a) berechnet; wenn sich aber keine anderen 
Leiter in der Nähe der Drähte befinden, so ist dieser Fehler 
verhältnismäßig unbedeutend. 

Die Liehtenbergsche Figur der Elektrode A, wird also 
um ti, Sek. früher einsetzen als die der Elektrode A, und die 
erste Figur hat daher schon die Strecke a durchlaufen, wenn 
die zweite Figur in A, gerade einsetzt (vgl. Fig. 2). Die zwei 
Figuren treffen auf einer Linie n,n, zusammen; es ist dies 
die Grenzlinie, die, wie später gezeigt werden wird, in ihrem 
zwischen den geraden Elektroden liegenden Teile selbst auch 
geradlinig ist. Dieser geradlinige Teil der Grenzlinie geht 
von dem Punkte n, aus, der auf A, liegt und die Entfernung 
zwischen n, und der Kante von A, ist gleich der Entfernung a, 
die die Figur von A, in t, Sek. zurückgelegt hat. Auf diese 
Weise kann man zusammengehörige Werte der zwei Ver- 
änderlichen in Gleichung (I) ermitteln. 


2. Impulse mit extrem steiler Stirn; 
Form und Lage der Grenzlinie. 

Wir wollen nun untersuchen, wie die Lage und Form der 
Grenzlinie von der Funktion U in der Gleichung (IT) abhängt. 
Zur Vereinfachung nehmen wir vorläufig an, daß der in A, 
und A, auftreffende Wellenstoß eine außerordentlich steile 
Stirn habe. Wir können dann die Ausbreitungsgeschwindig- 
keiten der von A, und A, ausgehenden Figuren durch die 
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Kurven U, (t) und U, (t) in Fig. 3 I darstellen. U,, und U, 
sind die Anfangsgeschwindigkeiten (t = 0). 

Im Entstehungsmoment der Figur von A, hat die äußerste 
Grenze der Figur von A, die Entfernung a von der Kante 


von A, erreicht. Es ist 


(1) 


Die Grenzlinie geht von dem Punkte H auf der Kante von 4, 
aus, wo die Figur von A, gerade in dem Augenblicke auftrifft, 


y 


h 

| 

Y 


! 


I. Die Ausbreitungsgeschwindigkeiten U, und U, von zwei Figuren, 
die von den Elektroden A, und A, ausgehen, wobei die Figur 
von A, um é,-Sek. früher einsetzt als die von A,. 


II. Lage der zwei Elektroden A, und A, und des geradlinigen 
Teiles H@ der Grenzlinie. 
Fig. 3. 


in dem die Figur in A, einsetzt (vgl. Fig. 3, II). Der Abstand 
des Punktes H von A, ist daher gleich a. 

Es wird später gezeigt werden, daß der Teil HG der 
Grenzlinie, der zwisehen den geradlinigen Kanten von A, und 
A, liegt, für alle Werte des Zeitintervalles t, ebenfalls gerad- 
linig ist. 

Wir wollen nun untersuchen, was fiir mathematische Folge- 

Annalen der Physik. IV. Folge. 69. 14 


to 

u a= [U,dt. 

0 
| 
3 [A 4 ok 

U a= _ 

| | 

| 

U, 

% | 

C2 
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rungen sich aus dieser Geradlinigkeit der Grenzlinie in bezug 

auf die Form der Geschwindigkeitskurven U ziehen lassen. 
Es sei dc ein Element der geradlinigen Grenzkurve (vgl. 

Fig. 8, II), dann haben wir mit den Bezeichnungen der Figur: 


dx=dcsng, und dy=dcsin g,. 
Andererseits haben wir 
dz=U,dt und dy=U,at, 
wo dt die Zeit bedeutet, die das Element dc der Grenzlinie 
zur Entstehung braucht und U,, U, die Momentanwerte der 


zwei Geschwindigkeiten im Augenblicke t sind. 
Wir haben demgemäß 


wo k eine Konstante ist. 
Gleichung (2) kann auch geschrieben werden 
(3) U; (t) =k U, MN). 
Wenn wir statt der Zeit t, die Zeit t, + dt setzen, so ist 
die Grenzlinie auch gerade, aber die zugehörige Konstante k 
hat einen anderen Wert k’, der von dt abhängt, nicht aber 
von ¢. Wir können daher schreiben 
K=k(l+adt), 
wo a eine Konstante ist. 
Statt (3) erhalten wir dann 


(4) U, (t—dt) =k’ T,(t). 
Aus (3) und (4) folgt 
=—adt 
oder 
(51) U, (t) = U, U; (t— bo) 
und daher 
(5,) U, (t) = Une. 
Der Wert der Konstanten k ist 
5’) k= 


~10 
Wenn die Grenzlinie eine Gerade ist, so werden die Aus- 
breitungsgeschwindigkeiten durch die Gleichung (5,) und (5,) dar- 
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gestellt, wobei Ujg Us, und a Konstanten sind. Und umgekehrt 
wird das betrachtete Stück der Grenzlinie bei obigen Ge- 
schwindigkeitskurven immer eine Gerade sein. 

Aus Gleichung (5,) folgt, daß 


t 
(6) r= U, (1 —e-*4) 
und die Strecke : 
(7) k=—U,, 
oder 
(7’) U„=aR, 
Die Gleichungen (6) und (5) können daher geschrieben werden 
(8) r =F (t) = R, (1 —e-“') 
und 
(9) U, = a(R, —r) = Uy —ar. 


Die Geschwindigkeit nimmt linear mit der Entfernung von 
der Elektrodenkante ab. 
L=Zmm 


Wir wollen nun weiter untersuchen, wie 


7 
der Winkel gy, zwischen der Grenzlinie und ja 223 0m | 
der Elektrode A, von dem Verhältnis der A] 


Geschwindigkeiten und von dem Winkel 
Y) = %1 + Y, zwischen A, und A, abhängt. 


| 
Es ist offenb l. Fig. 3, I 3 
ist offenbar (vgl. Fig ) AR da || 
sing,  U,(t) _ Un R, Ke | 
(10) Ui) R,-a@> R,-a’ PX | 
wo c=7* das Verhältnis der Geschwindig- ER 


keiten nie an den Elektrodenkanten Negative Figuren. 
und a die Strecke ist, die von der in A ?=2 mm; Druck: 
p = 300 mm Hg; 
entstehenden Figur in i, Sek. durchlaufen 7, — 105 mm; 
wird. a=0,23 x 108. 
Wenn wir die Winkel 9, und 9, so Fig. 4. 
klein annehmen, daß in Gleichung (10) ohne 
bemerkenswerten Fehler g, und 9, statt sing, umd sin g, 
gesetzt werden kann, so reduziert sich die Gleichung auf ~ 
-—(i-e)R, 
(10,) 9-9 = 4P = Go (i € 
14* 


‘ 
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(11) 


Der Winkel 9, ist dann gegeben durch 


P. O. Pedersen. 


Wenn Uy, = Us, (d. h. ce = 1), reduziert sich die Gleichung (10, ) 


auf 
(10,) 


a 


Im folgenden sind die Gleichungen (11) und (10,) oder 
(10,) zur Berechnung der Winkel zwischen der Grenzlinie uni 


A, benutzt worden. 


3. Experimentelle Priifung der im Abschnitt 2 abgeleiteten 
Formeln fiir die Geschwindigkeit nach der in Abschnitt 1 


angegebenen Methode. 


Die kleinen Kreise in den Figg. 4—6 repräsentieren zu- 
sammengehörige Werte von a und t, wie sie nach der in Ab- 


A: 
tthsec L:1mm. 55mm 
+ a +00945+008 
; T 
7 4 + 
6 £ | 
L 
5 | 
4 + 
4 
3 N 
| 
Ny 


Positive Figuren. 
L=1mm; p = 150mm Hg; 
R, = 55 mm; a = 0,0445 x 10%, 

Fig. 5. 


“ R, 60mm. 


schnitt 1 beschriebenen Me- 
thode bestimmt worden sind, 
während die mit A bezeich- 
neten Kurven die theoretischen 
Beziehungen zwischen a und 1, 
nach Gleichung (8) darstellen, 
nämlich 
a= R, (1 —e-*"). 


Der Wert von R, wurde di- 
rekt auf der photographischen 
Platte gemessen, während für a 
ein solcher Wert gewählt wurde, 
daß die experimentellen Punkte 
möglichst nahe an die Kurve A 
fallen. 


Im Hinbliek darauf, dab 
nur eine willkürliche Kon- 
stante, nämlich « vorkommt, 


die man so wählen kann, daß die theoretischen und experi- 
mentellen Werte möglichst dicht zusammenfallen, ist unserer 
Meinung nach die Übereinstimmung der Ergebnisse nach den 


zwei Methoden eine sehr gute. 


In den Figg. 4—6 stellt die Gerade B die Ausbreitungs- 


geschwindigkeit der Figuren in verschiedenen Abständen von 


| 
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1*108 sec. 35mm A:42mm 
Um + =400mm ty, 179.98 
Sop. 
7 


~ 


N 


al 
0 3 eS Simm 
3> R, 


Positive Figuren. L = 3,5 mm; p = 400 mm Hg; 
R, = 42 mm; a = 0,179 x 108. 
Fig. 6. 
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G02 6 38 h 
Theoretische Geschwindigkeitskurve, 
die der Kurve A in Fig. 5 entspricht. 
Fig. 7. 


den Elektroden dar, entsprechend der Formel (9). Die Glei- 
chung dieser Linien ist daher 


(9) U, =a (R, a) = U. — 
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Die strichpunktierten Linien C sind die Tangenten de: 
A-Kurven im Nullpunkte. 

Die Kurve D in Fig. 7 ist die Geschwindigkeitskurve, die 
der Kurve A in Fig. 5 entspricht. 

Die äußersten punktierten Teile der Geschwindigkeits- 
kurven B in den Figg. 4—6 und D in Fig. 7 sind ‘nur als theo- 
retische Extrapolationen anzusehen. Es ist nicht wahrschein- 
lich, daß die Geschwindigkeit ganz auf Null heruntergeht, 
aber die dadurch verursachte Verkleinerung der Reichweite 
ist wohl nur eine geringe. 

AuBer den Versuchen, deren Ergebnisse in den Figg. 4—6 
dargestellt sind, wurde noch eine Anzahl anderer Versuche 
gemacht zur Ermittelung der Abhängigkeit der Größe a von 
Funkenlänge, Gasdruck usw. Die Ergebnisse dieser Unter- 
suchungen sind in Figg. 8 und 9 für positive und negative 
Figuren dargestellt. In beiden scheint der Wert von a ziem- 
lich unabhängig von der Funkenlänge zu sein; dagegen scheint 
er linear mit dem Gasdrucke zuzunehmen, und zwar bei posi- 
tiven Figuren viel schneller als bei negativen. In beiden 
Fällen scheint sich der Wert a für p=0 einem bestimmten 
Endwerte zu nähern, der für positive Figuren ungefähr bei 
0,075 x 108, für negative bei 0,15 x 108 liegt. 

In den oberen Teilen der Figg. 8 und 9 sind auch die zu- 
sammengehörigen Werte der Reichweite R und der Anfangs- 
geschwindigkeit U, gegeben. 

In den meisten Fällen war das Verhältnis zwischen Gas- 
druck und Funkenlänge (beides in Millimeter) gleich 100. 
Wo dies nicht der Fall war, gibt eine Zahl bei dem betreffenden 
Punkte den Wert dieses Verhältnisses an. Die mit R und U, 
bezeichneten Kurven stellen angenähert die Abhängigkeit des 
Abstandes und der Geschwindigkeit vom Gasdruck bei den 
genannten Verhältnissen dar. 

Nach dem Gesagten kann kaum ein Zweifel bestehen, 
daß die in den Gleichungen (5), (8) und (9) gegebene Lösung’ 
des Problems im wesentlichen richtig ist. 

Im folgenden wollen wir noch einige Fehlerquellen und 
die Möglichkeit ihrer Elimination behandeln, dann die all- 
gemeine Form der Grenzlinie näher untersuchen und zum 
guten Schlusse experimentelle Beweise für die Geradlinigkeit 
des oft genannten Teiles dieser Linie bringen. 

Nur noch eine Bemerkung, bevor wir diesen Abschnitt 
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schließen. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Lichten- 
bergschen Figuren, die hier behandelt wird, ist durchaus nicht 
dieselbe Geschwindigkeit, mit der sich die „Gleitfunken“ aus- 
breiten, die M. Toepler!) untersucht hat. An anderer Stelle 


R cm. Au R Au 
ure + De yo 
8 f T r r 


p= mm. mm. Kg. 
Positive Figuren. Negative Figuren. 


Die Werte des Koeffizienten a, des 
Abstandes R und der Anfangsge- 
schwindigkeit U, abhängig vom 
Drucke p und der Funkenlänge L. 
Fig. 8. 
wird gezeigt werden, daß die beiden Erscheinungen, Lichten- 
bergsche Figuren und Gleitfunken, stark voneinander ab- 
weichen. Toepler fand mit Hilfe der Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit von Schallwellen, daß die Geschwindigkeit eines Gleit- 
funkens fast während der ganzen Dauer des Funkens prak- 
tisch konstant ist, und es ist wohl kaum ein Grund vorhanden, 
die Richtigkeit dieses Ergebnisses anzuzweifeln. 


Fig. 9. 


4. Der Einfluß einer flachen Wellenfront 
auf die Form der Grenzlinie. 


Bis jetzt hatten wir angenommen, daß die Wellenfront 
eine extrem steile sei, in welchem Falle die Anfangsgeschwindig- 


~}) Toepler, Ann. d. Phys. 21. 8. 193—222, 1908. 
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keit an den Elektrodenkanten auch die Maximalgeschwindig- 
keit ist. Im allgemeinen wird aber die Wellenfront mehr 
oder weniger flach sein, nur allmählich von Null bis zur maxi- 
malen Amplitude ansteigen. Die Geschwindigkeit wird dann 
auch allmählich bis zu ihrem maximalen Werte U, zunehmen 
(vgl. Fig. 10, II). 

Die Dauer der flachen Stirn ist in Fig. 10, II—IV mit 
7, bezeichnet. Es wird angenommen, daß die Amplitude des 


ven 
I er Z 
U, 
U: 
‘ 
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Die Gerade im I. Bilde zeigt die lineare Beziehung zwischen der Ge- 
schwindigkeit an der Elektrodenkante und ihrer Spannung. 
Die Linie o b c fim II. Bilde stellt eine Wellenfront dar, die Kurve o, b, cı fı 
im III. Bilde die entsprechenden Geschwindigkeiten. 
Die Kurve O A B im IV. Bilde gibt den Abstand, den die äußere Grenze 
der Figur zur Zeit ¢ erreicht hat. 


Fig. 10. 


Impulses für alle Werte von t, die größer sind als t, (vgl. 
Fig. 10, II) konstant sei und daß die Geschwindigkeit ex- 
ponentiell mit ¢ abnehme. Wir verlängern nun diese exponen- 
tielle Geschwindigkeitskurve rückwärts bis zu dem Punkte d,, 
der so gewählt ist, daß die zwei schraffierten Flächen o, e, b, 
und b, d, ¢, gleich sind. Die zum Punkte d gehörige Geschwin- 
digkeit ist mit Uy bezeichnet und die Kurve d, ¢, f, sei die aqui- 
valente Geschwindigkeitskurve genannt; ihre Gleichung heißt 
(b) U= wani<f). 


; 
| 


Ausbreitungsgeschwindigkeit Lächtenbergscher Figuren usw. 217 


Die Entfernung a, die die äußere Grenze zur Zeit t er- 
reicht hat, ist gegeben durch 


(e) a= [vat 


und für alle Werte von t,, die größer sind als r,, können wir 
in dieser Formel statt der wirklichen Geschwindigkeit U die 
äquivalente Geschwindigkeit U’ setzen. 

In Fig. 11 sind zwei identische Geschwindigkeitskurven U, 
und U, mit einem Zeitunterschied von t, Sek. dargestellt, 
sowie die entsprechenden Strecken r, und r,, die die Figuren 
von A, und A, aus zurückgelegt haben. 


TAU 


t> 


Zwei identische Geschwindigkeitskurven U, und U, mit einem Zeit- 
unterschiede von f, Sek. und die entsprechenden Wegkurven r, und 72, 


Fig. 11. 


Es wird sogleich gezeigt werden, daß das, was auf der 
photographischen Platte gemessen wird, der Zeitunterschied 
zwischen zwei steilen Wellenstirnen der Äquivalentgeschwindig- 
keitskurve ist. Gesucht ist aber in Wirklichkeit der Zeit- 
unterschied zwischen den Wellenstirnen zweier zusammen- 
gehöriger elektrischer Impulse. Wenn die Impulse ihrer Form 
nach identisch sind, ist der Zeitunterschied zwischen den Im- 
pulsen genau so groß wie der Zeitunterschied zwischen den 
zwei steilen Fronten bei den äquivalenten Geschwindigkeits- 
kurven. Wenn die zwei Impulse aber verschieden geformte 
Stirnen haben, so kann man ein wenig in Zweifel sein, wie 
der Zeitunterschied zwischen ihnen zu definieren ist. Die 
natiirlichste Definition ist in diesem Falle wohl die folgende. 
Die Front des Spannungsimpulses obcf (vgl. Fig. 10, II) 
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wird in die „äquivalente‘“ Spannungskurve mit senkrechier 
Stirn ebdef umgewandelt, wobei die Lage der senkrechten 
Stirn ed so gewählt wird, daß die zwei Flächen Oeb und bd 
gleich sind. Der Zeitunterschied zwischen den zwei Spannungs- 
impulsen wird dann als der Unterschied zwischen den senk- 
rechten Stirnen der zwei äquivalenten Spannungsimpulse an- 
genommen. Wenn, wie in Fig. 10, I angenommen ist, die (ie- 
schwindigkeit U proportional zur Spannung V ist, so ist der 
Zeitunterschied zwischen den senkrechten Stirnen der äqui- 
valenten Geschwindigkeitskurven sehr nahe gleich dem Zeit- 


Zwei Grenzlinien, die den flachen Wellenstirnen von Fig. 11 entsprechen. 
Bei der stark ausgezogenen Linie ist ¢ = 5, bei der strichpunktierten ist 
t= 10. Die Reichweite R ist dieselbe bei beiden Figuren. 


Fig. 12. 


unterschiede zwischen den senkrechten Stirnen der äquivalenten 
Spannungsimpulse. Selbst in den Fällen, wo die Proportionalität 
zwischen U und V nicht besteht, sind die zwei Zeitunterschiede 
sehr nahe gleich. Wir können daher ohne bemerkenswerten 
Fehler als Zeitunterschied zwischen zwei Spannungsimpulsen 
den Zeitunterschied zwischen den senkrechten Stirnen der 
äquivalenten Geschwindigkeitskurven nehmen und dieser ist, 
wie gleich gezeigt werden soll, durch das auf der photographi- 
schen Platte gemessene t, gegeben. In allen Fällen, wo die 
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Wellenstirnen der zwei Impulse gleiche Form haben, ist der 
Fehler Null. 

Um den Einfluß der flachen Wellenstirnen zu erläutern, 
ist in Fig. 12 die Grenzlinie abgebildet, die aus den zwei Ge- 
schwindigkeitsfiguren der Fig. 11 mit einem Zeitunterschiede 
= 5 hervorgehen würde. Bei senkrechter Wellenstirn würde 
sich der geradlinige Teil der Kurve bis zum Punkte c auf der 
Kante von A, fortsetzen. Die Abflachung der Wellenstirnen 
verursacht ein Abbiegen des Teiles dc der Grenzlinie bis d’b,. 
Die Entfernung des Punktes b, von der A,-Kante ist gleich 
der Entfernung b, die die Figur von A, im Entstehungs- 
momente der Figur von A, schon zurückgelegt hat (vgl. Fig. 11). 
Die Grenzlinie folgt der A,-Kante von b, bis zum Punkte b,, 
wo die Entfernung von A, wieder gleich b ist. Von diesem 
letzteren Punkte geht die Grenzlinie in einem Bogen bis zum 
Punkte g. 

Es ist sehr leicht, mit Hilfe der r,- und r,-Kurven der 
Fig. 11 in Fig. 12 die Grenzlinie zu ziehen; entsprechende Ent- 
fernungen sind in den beiden Figuren auf gleiche Weise be- 
zeichnet. Zwischen den Punkten d und e ist die Grenzlinie 
nach Abschnitt 2 eine gerade Linie und wenn diese über d 
hinaus verlängert wird, so schneidet sie die Kante von A, im 
Punkte c. Aus Fig. 11 ist leicht ersichtlich, daß die Entfernung a 
dieses Punktes c von der A,-Kante gleich ist der Entfernung, 
die die Figur von A, im Entstehungsmomente der Figur in 
4, durchlaufen hätte, wenn die Geschwindigkeitskurve die 
äquivalente mit senkrechter Stirn wäre. Die Entfernung a 
ist daher gleich der Entfernung, die eine Figur in der Zeit ty 
durchläuft, wenn sie sich gemäß der äquivalenten Geschwin- 
digkeitskurve ausbreitet. Diese Entfernungen a sind es, die 
in den Figg. 4—6 mit den entsprechenden Werten von t, be- 
nutzt worden sind. 


5. Die allgemeine Form der Grenzlinie. 
Experimenteller Beweis für ihre stellenweise Geradlinigkeit. 


In Fig. 12 sind außer den schon erwähnten Grenzlinien 
noch zwei andere strichpunktiert eingezeichnet, die auf den 
Geschwindigkeitskurven der Fig. 11 beruhen, und den Werten 
=0 und tj = 10 entsprechen. Alle diese Grenzlinien haben 
ihre gemeinsamen Endpunkte in g und f. Für tj = 0 sind die 
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äußeren Teile der Grenzlinie gh, und i geradlinig und schneiden 
die Mittelpunkte der zwei Verbindungslinien 0,’ 0,’ und 0," 0,” 
senkrecht. Der Teil h,i dieser Grenzlinie ist ebenfalls eine 
Gerade und zwar die Halbierungslinie des Winkels zwischen 
den Kanten von A, und A,. Für ti, = 10 ist c’d’ der gerad- 
linige Teil der Grenzlinie, während a’ die Entfernung ist, die 
der Rand der Figur von A, in der Zeit t, = 10 zurücklegt. 


Negative Geschwindigkeitsfiguren. 
Die gestrichelte Linie stellt die theoretische Grenzlinie dar. 


Fig. 13. 


Um die theoretische und die experimentell gefundene 
Grenzlinie miteinander vergleichen zu können, sind in den 
Figg. 13, 16—18 zwei positive und zwei ngeative Geschwindig- 
keitskurven abgebildet, bei denen die theoretische Grenzlinie 
gestrichelt eingezeichnet ist. Die Übereinstimmung zwischen 
der wirklichen und der theoretischen Grenzlinie soll weiter 
unten diskutiert werden. Es muß jedoch bemerkt werden, 
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daß bei Linien, wie sie Fig. 12 für t) = 10 zeigt, die Figur 
von A, den Bereich in der Nähe von n nicht erreichen kann 
und die Figur von A, nicht weit genug umbiegen kann, um 
den Bereich bei m zu decken. Der Bereich n wird daher von 
der A,-Figur, der Bereich m von der A,-Figur überdeckt, wie 
es auch aus den Figg. 13, 16 bis 18 ersichtlich ist. 


Bei negativen Figuren ist es nicht möglich eine Grenz- 
linie wie die in Fig. 12 für i, = 10 eingezeichnete zu erhalten, 
ohne daß ein Funken zwischen A, und A, in den Punkten B, 
und B, überspringt. Der Funken kann so früh auftreten, 
daß die Lage der Grenzlinie dadurch geändert wird. Bei 
Geschwindigkeits- oder Zeitmessungen mit negativen Figuren 
müssen daher die Elektroden A, und A, immer so weit von- 
einander angebracht werden, daß der Punkt, wo die Grenzlinie 
die Kante von A, trifft, nahe beim Punkt B, liegt. Bei posi- 
tiven Figuren, wo die Neigung zur Funkenbildung viel ge- 
ringer ist, kommt es auf die 
Lage von A, und A, nicht 
so sehr an.?) 

Über die zwei Endpunkte 
f und g der Grenzlinie (vgl. 

Fig. 12) muß noch ein Wort 

gesagt werden. Falls das Ver- 

hältnis der Momentangeschwin- 

digkeiten der zwei Figuren be- 

kannt ist, so kann man leicht Richtung der Tangente 

die Richtung der Grenzlinie in der Grenzlinie im Endpunkte /. 
diesen Punkten bestimmen. In Fig. 14. 

Fig. 14 ist die Linie fp senk- 

recht zu fo,’. Zur Zeit t hat die Figur von A, die Entfernung 
R—Ar, und die Figur von A, die Entfernung R— 4r, 
zurückgelegt, wo R die Reichweite ist. Das Verhältnis 
4r,/Mr, muß nach den Gleichungen (3) und (5) gleich sein 
dem konstanten Verhältnisse k der Geschwindigkeiten. Es 
kann leicht gezeigt werden, daß der ‘Winkel zwischen der 


Tangente der Grenzlinie in f und der Linie fp gegeben ist 
durch 


i) Dieser Unterschied zwischen positiven und negativen Figuren 
soll an anderem Orte behandelt werden. 
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in 
(12) 


wo © der Winkel zwischen den Linien fo’, und 0,’ f ist. 
Wenn die Winkel y und © bekannt sind, so ist das Ver- 
hiltnis k gegeben durch 


(18) — 0080. 
Aus Gleichung (12) folgt, daß für 

i - 0 

y=0 3430 9 


Die Riehtigkeit dieser Werte ist klar. 


Aus Gleichung (8) folgt, daß 


(14) 


d.h. der Wert des Verhältnisses k hängt nur von den Werten 
von R und a ab. 

Bisher haben wir angenommen, daß die Reichweiten R, 
und R, der Figuren von A, und A, gleich sind. Im allgemeinen 
ist das nicht der Fall, da R, bei positiven Figuren etwas 
kleiner und bei negativen Figuren bedeutend größer ist als 
R,. Weitere Einzelheiten über diese Frage findet man L. F.L 
S. 32—33 und es braucht hier nicht näher darauf eingegangen 
zu werden. Es genügt zu bemerken, daß die Lage des 
Punktes c in Fig. 12 und daher die gemessenen Werte von a 
nur von der Geschwindigkeit (und dem 
Abstande) der Figur von A, abhängt. 
Wenn aber R, = R,, so verändern die 
Punkte f und g ihre Lage und die Glei- 
chungen (12) und (13) gelten nicht mehr. 

Selbst wenn R, = R,, werden die 
vonden Figuren selbst ausgehenden elek- 
€¢,¢,¢, wirkliche Grenz. trischen Felder bis zu einem gewissen 
linie deformiert durch das Grade die theoretische Form der Grenz- 
linien veriindern. Diese Deformation 

; Fig. 15, “ ist aber in den meisten Fällen nur 
klein. Wir wollen diese Einflüsse kurz 

untersuchen und nehmen der Einfachheit halber an, daß 
die Wellenfront senkrecht sei. Die Figur von A, (vgl. 
Fig. 15) erreicht in dem Augenblicke die Linie cp, in 
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dem der Impuls A, erreicht. Wenn dann das Verhältnis 
der Gesehwindigkeiten der zwei Figuren konstant ist, so ist 
die Grenzlinie eine Gerade ce durch den Punkt c. Das elek- 
trische Feld der Ladung von A, und der von A, ausgehenden 
Figur verursacht jedoch eine geringe Deformation dieser Linie. 
Die Hauptwirkung dieses Feldes ist die Verzögerung der Aus- 
breitung der Figur von A,, besonders zwischen den Punkten c 
und d. Eine andere, aber gewöhnlich sehr kleine Wirkung 
ist die Verzögerung der Ausbreitungsgeschwindigkeit der 


Fig. 16. 


Figur von A, zwischen den Punkten d und e, die sich in einem 
Herunterbiegen der Grenzlinie bemerkbar macht, wie es in 
der Kurve c,c, zu sehen ist. Diese Wirkung ist nur dann 
merklich, wenn die Entfernung des Punktes e von A, sehr nahe 
gleich der Reichweite der Figur von A, ist. In diesem Falle 
ist die elektrische Dichte über der Grenzlinie viel größer als 
unter ihr, deshalb wird die Figur von A, verzögert. 

Die Deformation bei c, erscheint hauptsächlich bei posi- 
tiven Figuren. Das hängt zweifellos wenigstens zum Teil damit 
zusımmen, daß positive Figuren sich erst dann auszubreiten 


er- 2 
‚as H i; 
als 
die fe 
ei: 
hr. 
die \ 
en 
NZ- 
on 
ur 
ırz 
aß 
ın 


224 P. O. Pedersen. 


beginnen, wenn die Spannung einen bestimmten Wert erreicht 
hat, der von den Versuchsbedingungen abhängt, vgl. L. F. I. 
§. 51 und 54 und die Bemerkung auf $. 229 der vorliegenden 
Arbeit. 

Im allgemeinen sind die oben erwähnten Deformationen 
der geraden Grenzlinien nur sehr klein und der Punkt ¢ kann 
daher mit beträchtlicher Genauigkeit bestimmt werden. Eine 
große Hilfe dabei ist, daß der Winkel g,, den die theoretische 


Fig. 17. 


gerade Grenzlinie mit A, bildet, aus der Gleichung (10) be- 
rechnet werden kann. 

Wie groß die Übereinstimmung zwischen der theoretischen 
und wirklichen Grenzlinie ist, geht aus einer Prüfung der nega- 
tiven Geschwindigkeitsfiguren in Fig. 16 und der positven in 
Figg. 17 und 18 hervor. Außerdem sind in Tafel I] und III Ver- 
größerungen des geraden Teiles einiger Grenzlinien gegeben und 
zwar Tafel II, I—IV und Tafel III, I—II für positive Figuren, 
Tafel III, [IT—IV für negative Figuren. Eine nähere Be- 
trachtung zeigt, wie genau geradlinig diese Teile der Grenz- 
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linie sind. Das Abbiegen in der Nähe von A,, das man bei II 
und IV auf Tafel II bemerkt, hat seine Ursache in einer flachen 
Wellenstirn (vgl. Fig. 12) und in dem elektrischen Felde von 
A, (vgl. Fig. 15). Der abgebogene Teil ab auf Tafel III, II wird 
durch das Ende von A, veranlaßt. 


Die Prüfung der Figuren auf Tafel II u. III zeigt, daß der 
geradlinige Teil der Grenzlinie mit Hilfe einer Lupe sehr sicher 


Fig. 18. 


eingezeichnet werden kann. Wenn die negativen Geschwindig- 
keitsfiguren in Figg. 13 und 16 den Eindruck machen, als ob 
die Lage der Grenzlinie doch recht unsicher sei, so beruht das 
nur darauf, daß einige Einzelheiten, die zur genauen Fest- 
legung der Linie benutzt werden und auf den Originalplatten 
sowie auf Tafel III, /II und IV deutlich sichtbar sind, in den 
Kopien verloren gegangen sind. 

Eine weitere Kontrolle für die Richtigkeit unserer Resul- 
tate liefert ein Vergleich des Winkels g, zwischen der Elek- 
trode A, und dem geraden Teile der Grenzlinie, wie er auf 
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der Platte gemessen wird und wie er mit Hilfe der Glei- 


chung (10,) und (11) berechnet wird. Eine lange Reihe von 
Messungen hat gezeigt, daB die beobachteten und berechneten 
Werte von g, genügend genau übereinstimmen, da die Unter- 
schiede innerhalb der Fehlergrenze liegen. 


Tabelle 1. 


Positive Geschwindigkeitskurven. 


Als Beispiel sind 
in Tab. 1 drei Serien solcher Messungen wiedergegeben. 


ber. - 
Platte a | Po Ag | ber. |p, beob: 
M. 324 | 30mm | 8,6mm| 22° | 3,7° | 12,89 | 125° | +0,3° 
M. 820 | 31 ,, | 10,9 „| 21° | 45° | 125° | 126° | —o,1° 
M. 327 | 34 „ [13,0 „| 19° | 4,5° | 11,80 | 122° | - 04° 


Die zwei negativen Geschwindigkeitsfiguren Figg. 13 und 16 
und: eine dritte hier nicht abgebildete scheinen eine Ausnahme 
zu bilden. Die Zahlenwerte für diese Figuren sind in Tab. 2 
zusammengestellt, woraus hervorgeht, daß die berechneten 
Werte entsehieden größer sind als die beobachteten; die Unter- 
schiede liegen außerhalb der Fehlergrenze. 


diesen Widerspruch liegt in, folgendem. 


Der Grund für 


Tabelle 2. 
Negative Geschwindigkeitsfiguren. 
| ber. - 
Platte > | To | Ag | ber. |p, beob. beob. 
M. 319 | 32mm 9,0 mm/ 21,2° | | 12,39 | | +2,3° 
M. 820 | 25 „ | 95 „| 192° | 4,4° | 11,8° | 10,2° | +1,6° 
M. 821 | 32 „ |12,0 „| 20,0° | 4,6° | 12,3° | 10,6° | +1,7° 


Wie früher bemerkt, ist die Reichweite R, — bei ver- 


hältnismäßig großen Werten von t, — bedeutend größer als Ry. 
Um die Richtigkeit der Gleichungen (12) bis (14) für negative 
Figuren zu untersuchen, war es nötig, die Anordnungen so zu 
treffen, daß die zwei Reichweiten gleich wurden. Um dies zu 
erreichen, wurde ein Nebenschluß zwischen den Punkt ce (vgl. 
Fig. 1) und Erde gelegt und dessen Widerstand so abgeglichen, 
Dieser Nebenschluß bewirkt aber außerdem, 
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daß die Spannung bei A, etwas kleiner wird als bei A,, und 
infolgedessen muß das beobachtete g, kleiner sein als das aus 
Gleichungen (10,) und (11) berechnete. 

In den Figg. 13 und 16—18 wurde die Richtung der Tan- 
genten an die Grenzlinie in den Punkten f und g mit Hilfe 
der Gleiehungen (12) bis (14) berechnet. Für den Punkt f 
stimmt die berechnete Richtung der Tangente genügend genau 
mit der wirklichen Richtung der Grenzlinie in diesem Punkte 
überein. Für den Punkt g ist eine Übereinstimmung nicht 
vorhanden; der Grund dafür wurde schon früher genannt und 
braucht nicht weiter erörtert zu werden. Aber es ist vielleicht 
nicht überflüssig zu erwähnen, daß die Linien der negativen 
Figuren von der Elektrode A, geradlinig und in der Nachbar- 
schaft des Punktes g rechtwinklig zur theoretischen Grenz- 
linie sind und daß sie beim Überqueren dieser Linie ziemlich 
plötzlich abbiegen, vgl. besonders Fig. 13. 

Die Versuche haben somit alle Folgerungen bestätigt, die aus 
den Gleichungen (5,), (8) und (9) gezogen worden sind. 


6. Messung von sehr kleinen Zeitintervallen. 
Schlußbemerkungen. 

Wir sind nun in der Lage die Ausbreitung der Lichten- 
bergschen Figuren zur Bestimmung des kleinen Zeitraumes ty 
zu benutzen, der zwischen dem Augenblicke liegt, wo ein elek- 
trischer Impuls die Elektrode A, erreicht und demjenigen, wo 
ein zweiter Impuls A, erreicht. Es ist dazu nichts weiter nötig, 
als die entsprechende A-Kurve mit a als Abszissen und ft, als 
Ordinaten aufzutragen, wo a die Entfernung des Punktes c 
von der Kante der Elektrode A, ist und c der Punkt, wo der 
gerade Teil der Grenzlinie die Kante von A, trifft, vgl. Figg. 3 
bis 6 und 12. 

Es hat praktisch keine Schwierigkeiten, die Lage des ge- 
raden Stückes der Grenzlinie mit genügender Genauigkeit zu 
bestimmen. Am besten geschieht es auf folgende Weise. Man 
zieht versuchsweise eine Linie und mißt den entsprechenden 
Wert von a. Mit diesem Wert von a und dem gemessenen 
Werte von R, wird der Winkel g, aus den Gleichungen (10,) 
und (11) berechnet. Nun zieht man eine neue Gerade, die den 
gefundenen Winkel mit A, bildet und möglichst nahe mit der 
wirklichen Grenzlinie zusammenfällt. Dabei ist eine Lupe von 
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groBem Nutzen. Wenn der neue, der letzten Grenzlinie ent- 
sprechende Wert von a nicht sehr erheblich von dem ersten 
abweicht, so wird er als der richtige angenommen; wo nicht, 
muß das Verfahren wiederholt werden. Bei einiger Übung 
wird eine Wiederholung im allgemeinen nicht nötig sein. Mit 
dem so gefundenen Werte von a entnehmen wir aus der 
A-Kurve den entsprechenden Wert von fo. 

Dies ist jedoch nur für den stark ausgezogenen Teil der 
A-Kurve in den Figg. 4—6 richtig. Bei sehr kleinen Werten 
von a und bei solchen, die sich der Reichweite R annähern, 
wird die Methode ungenau. Was den ersten Teil anbetrifft, 
so kann keinerlei Zweifel bestehen, daß die Wellenfront nicht 
vertikal ist und die A- (und B-)Kurven müssen daher not- 
wendig eine andere Form haben als die der Gleichungen (8) 


r 
Wahrscheinliche Form der A- und Wahrscheinliche Form 
B-Kurven fiir flache Wellenfronten der Geschwindigkeitskurven 
und fiir sehr kleine Werte von a. fiir flache Wellenstirnen. 


Fig. 19. Fig. 20. 


und (9) entsprechende. Der erste Teil der A- und B-Kurven 
wird in Wirklichkeit eine ähnliche Form haben wie sie in 
Fig. 19 punktiert angegeben ist. Die A-Kurve beginnt in einem 
Punkte ¢’ auf der t-Achse, die B-Kurve im Nullpunkte. Die 
Geschwindigkeitskurve wird ebenfalls, wie Fig. 20 zeigt, im 
Punkte ¢’ auf der t-Achse beginnen. Die Dauer der flachen 
Front ist in beiden Figuren mit t, bezeichnet, die Bedeutung 
von ¢’ und t” ist dieselbe wie in Fig. 10. 

In den Figg. 4—7 ist der Wert von i, von der Ankunft 
der senkrechten Front der äquivalenten Welle an gerechnet 
und wie früher gezeigt worden ist, haben die von der flachen 
Welle herrührende Unregelmäßigkeiten keinen Einfluß auf 
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die Form und Lage der A-Kurve für alle Werte von a, die 
größer sind als s (vgl. Fig. 19) und sie haben auch keinerlei 
Einfluß auf die Bestimmung des Zeitraumes t, zwischen 2 Im- 
pulsen, wenn > t’”’. 

Die Dauer z,=t’+t'' der flachen Wellenstirn ist sicher 
sehr kurz. Zur Bestimmung von Zeiträumen unter 5x 10-° sec 
wäre es gut, die genaue Form der Wellenform zu kennen. Es 
sind einige Vorversuche zu diesem Zwecke angestellt worden, 
aber das Problem ist ziemlich schwierig und vorläufig kann 
noch keine definitive Mitteilung gemacht werden. 

Betrachtet man die Figg. 4—6 und 8—9 genauer, so findet 
man, daß die hier entwickelte Methode am besten zur Messung 
von Zeiträumen zwischen 0,5 x 103 und 10 x 10-8 sec ge- 
eignet ist. Zweifellos kann aber der Nutzbereich nach unten 
bis zu 1x 10-9? und darunter, nach oben bis ungefähr 
2 5% 10-7 Sek. ausgedehnt werden. 

Was den zweiten ungenauen Punkt betrifft, wenn der Wert 
von a sich dem Reichwert R nähert, so ist es von selbst klar, 
daß so große Werte von a nicht zu einer genauen Messung 
von t benutzt werden können. 

Eine Frage bleibt noch zu erwähnen. Entstehen die 
Figuren sofort, wenn die Spannung die Elektrode erreicht 
oder gibt es eine Verzögerung? Für die Messung von fy ist 
diese Frage nicht von Bedeutung — vgl. Abschnitt 5 — und 
es soll daher hier nicht auf Einzelheiten eingegangen werden, 
‘doch soll dieses Problem, das enge mit der Frage der Ent- 
stehung elektrischer Funken zusammenhängt, an anderem Orte 
behandelt werden. Nur ein paar Worte müssen gesagt werden 
auf Grund einiger Bemerkungen von K. Pzribram.!) Es 
kann gar kein Zweifel sein, daß die positiven Figuren erst 
dann entstehen, wenn die Spannung einen bestimmten Wert 
erreicht hat, der vom Gasdrucke und verschiedenen anderen 
Umständen abhängt. Darauf ist schon früher in L. F. 1, S. 52 
und 54 hingewiesen worden. Auf $.60 derselben Arbeit, wo 
es heißt: „Wenn angenommen wird, daß die 2 Figuren gleich- 
zeitig entstehen, so ist das Verhältnis der Abstände von den 
Elektroden zu der ‚neutralen Entladung‘ gleich dem Ver- 
hältnisse ihrer Geschwindigkeiten“, haben wir es deshalb nicht 


1) Phys. Zeitschr. 21. S. 480-484. 1920; Wien. Ber. Math. Naturw. 
Kl. IIa, 129. S. 151—160. 1920. 
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erwähnt, weil damals unser Hauptzweck der war, zu zeigen, 
daß die Geschwindigkeiten der positiven Figuren größer ist 
als die der negativen. Eine etwaige Verzögerung der positiven 
Figuren hätte an unserer Beweisführung nichts geändert und es 
schien uns daher nicht nötig, weiter auf diesen Punkt einzu- 
gehen. 

Die interessanten Untersuchungen von Pzribram scheinen 
zu beweisen, daß die Verzögerung beim Entstehen der posi- 
tiven Figuren größer ist als durch die Existenz der oben er- 
wähnten kleinsten Spannungen erklärt werden kann. Andere 
Beobachtungen deuten in derselben Richtung. Wir glauben 
jedoch nicht, daß diese Frage, die nach verschiedenen Seiten 
von bedeutendem Interesse ist, damit schon endgültig abge- 
schlossen sei. 


Zusammenfassung. 


Es wurde gezeigt, daß die drei Gleichungen (I) bis (III) 
auf S. 206 die folgende Form haben: 


(I) r= R(1—e-*4, 
(IT) U=aRe-* = 
und 

1 R 
(IIP) t = — log nat 


Einige Werte der Konstanten sind in den Figg. 8 und 9 ge- 
geben. 


Der Verf. möchte den Herren I. P. Christensen und 


A. G. Jensen seinen Dank für ihre wertvolle Hilfe bei dieser 
Untersuchung aussprechen. 


Auch sei die Unterstützung dankend anerkannt, die der 
Carlsberg Fund dieser Untersuchung angedeihen ließ. 


Kopenhagen, Königl. techn. Hochschule. 
Laboratorium für Telegraphie und Telephonie. 


(Eingegangen 1. Mai 1922.) 
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4. Über die Temperaturabhängigkeit 
der Dispersion der magnetischen Doppelbrechung; 
von G. Szivessy. 


$ 1. Theoretisches zur Temperaturabhängigkeit der Dis- 
persion der magnetischen Doppelbrechung. Das magnetische 
Analogon zum elektrooptischen Kerreffekt ist der Cotton- 
Moutoneffekt, der bei reinen Flüssigkeiten beobachtet wurde 
und dessen Gesetzmäßigkeit ihren Ausdruck in der Beziehung 


(1) — 01H? 


findet.!) Hierbei bedeutet ¥ die relative Verzögerung zwischen 
außerordentlicher und ordentlicher Welle, 1 die Länge der 
durchstrahlten Flüssigkeitsschieht und H die Intensität der 
äußeren magnetischen Feldstärke; C ist die Cotton-Mou- 
tonsche Konstante, die von der Natur der Flüssigkeit, ihrer 
Temperatur und der Wellenlänge der Strahlung abhängt. 
Stellt man sich auf den Boden der Langevinschen mole- 
kularen Orientierungstheorie?), nach welcher die Moleküle der 
isotropen Flüssigkeit anisotrop und regellos verteilt sind, im 
magnetischen Felde aber ein Moment und dadurch eine (durch 
die Wärmebewegung behinderte) Ausrichtung erfahren, so er- 
gibt sich für die Temperaturabhängigkeit der Cotton- Mouton- 
schen Konstante bei konstanter Wellenlänge der Ausdruck 
C = konst. Set = 
wo & die absolute Temperatur, ö die Dichte und n der 
Brechungsindex der ursprünglich isotropen Flüssigkeit ist. 
Dieses Gesetz wird jedoch, wie ich kiirzlich*) an einigen reinen 


1) A. Cotton und H. Mouton, Compt. rend. 145. S. 229. 870. 
1907; Ann. chim. phys. (8) 19. S. 153. 1910; 20. S. 194. 1910. 

2) P. Langevin, Compt. rend. 151. S. 475. 1910; Le Radium 7. 
S. 249. 1910; W. Voigt, Göttinger Nachrichten Math. phys. Kl. 1912. 
S. 577; A. Enderle, Zur Theorie der elektrischen und magnetischen 
Doppelbrechung von Flüssigkeiten. Dissert. Freiburg 1912. 

3) G. Szivessy, Ann. d. Phys. 68. S. 127. 1922. 
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Flüssigkeiten bei einer bestimmten Wellenlänge (4 = 589 wu) 
gezeigt habe, durch die Beobachtungen nicht bestätigt; mit 
abnehmender Temperatur nimmt vielmehr C stärker zu, als 
die Formel (2) verlangt. 

Eine weitere Möglichkeit zur experimentellen Prüfung der 
Langevinschen Theorie der magnetischen Doppelbrechung 
bietet die Temperaturabhängigkeit der Dispersion. Die Cotton- 
Moutonsche Konstante C ist eine Funktion der Wellenlänge, 
und zwar gilt hierfür das sogenannte Havelocksche Gesetz 


(n? — 1)? 
(3) C=h 
wo n wieder der Brechungsindex der isotropen Fliissigkeit ist 
und 4 die Wellenlänge bedeutet; h ist die Havelocksche 
Konstante und hängt von der Natur der Flüssigkeit und ihrer 
Temperatur ab, ist aber von A unabhängig. 

Die bei ,,Zimmertemperatur“ ausgeführten Beobachtungen 
von Skinner!), sowie von Cotton und Mouton?) haben 
dieses Gesetz gut bestätigt; es läßt sich aus der Langevin- 
schen molekularen Orientierungstheorie herleiten und zwar er- 
hält man unter den Annahmen, daß das Molekül nur eine 
einzige Elektronengattung enthält, ferner die (rhombische) 
Anisotropie der Bindung und somit auch der Cotton-Mouton- 
Effekt schwach ist, für die Havelocksche Konstante den Aus- 
druck 

(4) 240nRpe 3 "3 

(3, B,) (As hy)}. 


Hierbei bedeutet M das Molekulargewicht der Flüssigkeit, 
ihre absolute Temperatur, 6 ihre Dichte, R die auf ein Gramm- 
molekül bezogene Gaskonstante (R = 8,31 10°), p die Zahl 
der im Molekül enthaltenen Elektronen von der bestimmten 
Gattung, e die Ladung eines Elektrons. k,, k,, k, sind die nach 
den molekularen Achsen des rhombisch-symmetrischen Mole- 
küls genommenen Parameter der quasielastischen Kraft, die 
auf das Elektron wirkt; ß,. ßg, Ps sind die Hauptwerte eines 


1) C. A. Skinner, Pys. Review 29. S. 541. 1909. 
2) A. Cotton und H. Mouton, Ann. de chim. et de phys. (8) 20. 
Ss. 213. 1910. 
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symmetrischen Tensors, durch den die magnetische Anisotropie 
des Moleküls bedingt wird. 

Nimmt man an, daß die molekularen Konstanten k,, k,, 
ks, By, Ba, Bg der optischen und magnetischen Anisotropie von 
der Wärmebewegung unabhängig sind, so folgt aus (4) die 
Beziehung 
(5) h #6 = konst. 


wobei die Konstante rechts bei derselben Flüssigkeit für alle Tem- 
peraturen und Wellenlängen den nämlichen Wert besitzen muß. 
(5) stellt das aus der Langevinschen molekularen Orientierungs- 
theorie folgende Gesetz für die Temperaturabhängigkeit der Dis- 
persion der magnetischen Doppelbrechung dar. 


$ 2. Versuchsanordnung. Die Prüfung dieser Gesetz- 
mäßigkeit habe ich bei Nitrobenzol durchgeführt, welches sich 
wegen seiner großen Cotton-Moutonschen Konstante C für 
genaue Messungen besonders gut eignet. Die Versuchsanord- 
nung war dieselbe, welche ich in der schon erwähnten Arbeit 
beschrieben habe); ich kann daher bezüglich aller Einzelheiten 
auf die dortigen Angaben verweisen. Während aber damals 
die Messungen nur bei einer bestimmten Wellenlänge (A—=589uu) 
ausgeführt wurden, mußte diesmal sowohl die Temperatur #, 
als auch die Wellenlänge A variiert werden. 

Da es Schwierigkeiten machte, die Temperatur der Flüssig- 
keit länger als etwa 1/, Stunde innerhalb der gewünschten 
Grenzen konstant zu halten, so wurden die Messungen in der 
Weise ausgeführt, daß die Temperatur bei konstant gehaltener 
Wellenlänge variiert wurde. 

Folgende Wellenlängen kamen zur Verwendung: 


A = 486 up, 540 wu, 589 un, 620 un, 656 up. 


Die Kompensatorplatte des Braceschen Halbschatten- 
kompensators, der bei der Messung der Doppelbrechung zur 
Verwendung kam, wurde für die einzelnen Wellenlängen in 
der früher angegebenen Weise!) mittels einer parallel zur 
optischen Achse geschnittenen Quarzplatte geeicht; die den 
einzelnen Wellenlängen entsprechenden Verzögerungen dieser 
Quarzplatte wurden mit Hilfe eines Babinet-Soleilschen 
Kompensators mit Halbschattenvorrichtung bestimmt. 


1) G. Szivessy, a. a. O. 
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- In der folgenden Tab. 1 sind die relativen Verzögerungen » 
der benutzten Kompensatorplatte zusammengestellt. 


Tabelle 1. 
A (in u) 486 | 540 589 620 656 
q 0,0392 2 | 0,0309 2 | 0,0244 A | 0,0205 2 | 0,0172 4 


Die Bestimmung des Brechungsindex und seiner Tempe- 
raturabhängigkeit wurde für die Wellenlängen A = 486 uu, 
A= 589 uu und A = 656 durchgeführt; die den übrigen 
Wellenlängen entsprechenden Werte wurden durch Inter- 
polation ermittelt. Als Meßinstrument diente wieder das 
Pulfrichsche Refraktometer, das mit einem Wasserstoff- 
Geißlerrohr bzw. mit einer Natriumflamme beleuchtet wurde. 

Die Werte für die Dichte wurden der zitierten Abhand- 
lung!) entnommen, da dieselbe Flüssigkeitsprobe zur Unter- 
suchung kam. 

$ 3. Messungsergebnisse. Im folgenden sind die Beob- 
achtungsergebnisse zusammengestellt, welche zur Prüfung der 
in $ 1 angegebenen Gesetzmäßigkeiten erforderlich sind. 

Für die Dichte ö des Nitrobenzols und ihren Temperatur- 
koeffizienten ergab sich!) 

= 1,2020 für 293° abs; 4° — 

Die den einzelnen Wellenlängen 4 entsprechenden Werte 
des Brechungsindex n und der zugehörigen Temperaturkoeffi- 
zienten sind in der folgenden Tab 2 enthalten; dabei sind, wie 
schon erwähnt, die zu den Wellenlängen 4 = 486 wu, 589 uu 
und 656 uu gehörenden Zahlen gemessen, die übrigen inter- 
poliert. 


— 0,00095. 


Tabelle 2. 

4 (in pp) n für $ = 293° abs, dn/d 
486 1,5708 — 0,00049 
540 1,5601 — 0,00048 
589 1,5526 — 0,00047 
620 1,5489 — 0,00047 
656 1,5456 — 0,00046 


1) G. Szivessy, a.a. O. 
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Diese Werte stimmen mit den Angaben von Falk!) gut 


überein. 
Tabelle 3. 
486; = 0,0392 2 1 = 540; = 0,0309 
| 2a | 2a & | 2a | 2a 
278,6 | 8°54’ | 12937’ | 2,47 | 278,1 | 8°59’ | 13°65’ | 2,17 
289,0 | 8957’ | 12921’ | 2,26 | 289,3 | 9°03’ | 12045,5° | 1,95 
298,7 | 9°08’ | 12916’ | 2,08 | 269,0 | 9029 | 12055,5° | 1,81 
309,0 | 9°14’ | 12°08’ | 1,93 | 309,6 | 9°34’ | 12044,5° | 1,67 
320,5 | 9°21’ | 12°02,5° | 1,79 | 320,3 | 9°38’ | 12036° | 1,56 
1 329,4 | 9°26’ | 1200 1,71 | 329,1 | 9°41’ | 120307 | 1,48 
589; p = 0,044 = 620; = 0,0205 
| 2a 2a 9 2a 2a’ |8-10 
5 278,4 | 8934 | 13°11’ | 1,92 | 278,3 | 8038’ | 13046,5° | 1,80 
289,2 | 8°32’ | 12042,5° | 1,74 | 289,4 | 8°41’ | 13°21’ | 1,63 
. 298,9 | 8°30’ | 12°22’ | 1,61 | 298,6 | 8°51’ | 12911,5’| 1,52 
309,4 | 8°12’ | 11947” | 1,50 | 309,5 | 8°53’ | 12°53’ | 1,40 
‘ 320,1 | 8°29’ | 11049 | 1,39 | 320,0 | 8°57’ | 12039,5° | 1,30 
329,3 | 8°04’ | 11°14’ | 1,32 | 328,9 | 9°02’ | 12°36’ | 1,25 
T 
656; p = 0,0172 4 
9 | 2a 2a’ |9-10 
278,0 | 8°42’ | 14025,5° | 1,68 
289,2 | 8947’ | 13°57,5’| 1,52 
298,8 | 8052,57 13°40,5’| 1,41 
e 309,1 | 8955’ | 13°22’ | 1,31 
i- 320,4 | 8°58,5’| 13° 03,5’ | 1,20 
nf 329,0 | 9904’ | 12058,5° | 1,15 
. In Tab. 3 sind die bei konstanter Feldstärke (etwa 


10000 Gauss) und konstanter Länge der durchstrahlten Flüssig- 
keitsschicht ausgeführten Messungen der magnetischen Doppel- 
brechung zusammengestellt. In dieser Tabelle bedeutet: 


4 die Wellenlänge der benutzten Strahlung in yy; 

” die mittlere absolute Flüssigkeitstemperatur; 

a das Azimut der Halbschattenstellung des Braceschen 
Kompensators, bevor die Flüssigkeit durch Erregen des Magnet- 
feldes doppelbrechend gemacht wurde; 


1) K. G. Falk, Journ. amer. chem. soc. 31. S. 809. 1909. 
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a’ das Azimut der Halbschattenstellung nach Erregung 
des Magnetfeldes; 
py die der Tab. 1 entnommene relative Verzögerung der 
Kompensatorplatte; 
® eine der Cotton-Moutonschen Konstante C propor- 
sın 


tionale Größe, und zwar ist ® = Ysin2ß, wobei de 


(sin 2a’ — sin 2a) die in Wellenlängen ausgedrückte relative 
Verzögerung zwischen außerordentlicher und ordentlicher Welle 
und ß der Winkel ist, den die Kraftlinienrichtung des Magnet- 
feldes mit der Schwingungsrichtung des Analysators bildet. 
Hieraus und aus der Beziehung (1) folgt die Proportionalität 
zwischen ® und C. f hatte bei allen Messungen denselben 
Wert (nahezu gleich 45°). 

Bezüglich der Methode der Messung von #, a, a’, sowie 
der Genauigkeit der gemessenen Werte ist die erwähnte Arbeit 
einzusehen. 


$ 4. Prüfung des Langevinschen Gesetzes der Temperatur- 
abhängigkeit bei konstanter Wellenlänge. Für die Temperatur- 
abhängigkeit der Cotton-Moutonschen Konstante bei kon- 
stanter Wellenlänge ergibt die Langevinsche molekulare 
Orientierungstheorie das durch Gleichung (2) ausgedrückte 
Gesetz; da die von uns mit ® bezeichnete Größe der Cotton- 
Moutonschen Konstante C proportional ist, so muß nach 
jener Theorie der Ausdruck 


Ds 


bei konstanter Wellenlinge fiir alle Temperaturen denselben 
Wert besitzen. 

Zur Prüfung dieser Beziehung sind die erforderlichen Beob- 
achtungsdaten in Tab. 4 zusammengestellt. In dieser bedeutet: 


2 die Wellenlänge der benutzten Strahlung in wu; 
# die absolute Temperatur der Flüssigkeit; 

ö die Dichte der Flüssigkeit; 

n den Brechungsindex der Flüssigkeit; 

® die aus Tab. 3 entnommenen Werte dieser Größe; 
() den durch Formel (6) definierten Ausdruck. 


Wie man sieht, nimmt Q bei allen Wellenlängen mit ab- 
nehmender Temperatur zu. Hieraus folgt, daß — wie ich 


d 
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Tabelle 4. 
1 = 486 A = 540 
6 n |®- 10° Q- 10° BAT: 10 10? 
278,6 |1,2157 | 11,5779| 2,47 | 4,43 | 278,1 ı I1,2103 1,072 2,17 | 3,92 
289,0 1,2058 |1,5728 | 2,26 | 4,26 | 289,3 1,2055 1,5618 | 1,95 | 3,71 
298,7 |1,1966 |1,5680 | 2,08 | 4,10 | 299,0 1,1963 1, 1,81 | 3,59 
309,0 '1,1868 1,5630! 1,93 | 3,98 | 309,6 |1,1862 1,5521 | 1,67 | 3.48 
320,5 |1,1759 1,5573| 1,79 | 3,88 | 320,3 |1,1761 1,5470| 1,56 | 3.41 
329,4 1,71 | 3,85 | 329,1 |1,1677 |1,5428| 1,48 | 3,35 
4 = 589 1 = 620 
| 6 |» | 5 | 10° | Q- 102 
278,4 «12150 [1.5504 1,92 | 3,50 278,3 {1,21 2160 |1,555 | 1,80 3,28" 
289,2 1,2056 1,5544 | 1,74 | 3,33 | 289.4 |1,2054 1,5506 | 1.63 | 3.13 
298,9 |1,1964 1,5498 | 1,61 3,22 | 298,6 1,1967 [1,5463 | 1,52 | 3,04 
309,4 1,1864 11,5449| 1,50 3.13 | 309,5 1,1863 11,5412| 1,40 | 2,94 
320,1 |1,1763 1,5398 1,39 3,05 | 320,0 1,1764 1,5362| 1,30 | 2.86 
329,3 1,1675 1,5355 1,32 | 3,02 | 328,9 1,1679 1,5320 | 1,25 | 2,85 


A = 656 
6 n 10°/9- 10° 


278,0 | 1,2162 1,5525 | 1,68 | 3,07 
289,2 | 1,2056 | 1,5472 | 1,52 | 2,92 
298,8 | 1,1965 |1,5429 1,41 | 2,83 
309,1 1,1867 | 1,5382| 1,31 | 2,75 
320,4 | 1,1760 | 1,5330 | 1.20 | 

329.0 1.1678 1.5290, 115 | 2.63 


schon in der erwähnten Arbeit für den speziellen Fall A=589 zu 
gezeigt habe — die Cotton-Moutonsche Konstante bei allen 
Wellenlängen mit abnehmender Temperatur schneller zunimmt, 
als die Langevinsche molekulare Orientierungstheorie verlangt. 


§ 5. Prüfung des Havelockschen Gesetzes bei verschie- 
denen Temperaturen. Für die Abhängigkeit der Cotton- 
Moutonschen Konstante von der Wellenlänge liefert die 
Langevinsche molekulare Orientierungstheorie bei konstanter 
Temperatur das Havelocksche Gesetz, das durch Gleichung (3) 
angegeben wird. 

Wegen der Proportionalität zwischen ® und der Cotton- 
Moutonschen Konstante C müßte also nach jener Theorie 
der Ausdruck 
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bei derselben Temperatur konstant, d. h. unabhängig von der 


Wellenlänge 4 sein. 


Da die in $ 3 zusammengestellten Werte ® sich nicht genau 
auf dieselben Temperaturen beziehen, so mußten zur Prüfung 
der Formel (7) die der nämlichen Temperatur entsprechenden 
Werte durch Interpolation ermittelt werden; in vielen Fällen 
war die anzubringende Korrektur nur klein, entsprechend dem 
Umstande, daß die Beobachtungstemperaturen meist nur 
wenig auseinanderlagen. 

In der folgenden Tab. 5 bedeutet: 

+ die absolute Temperatur der Flüssigkeit; 

A die Wellenlänge der benutzten Strahlung in uy; 

n den Brechungsindex der Flüssigkeit; 

® die aus Tab. 3 entnommenen oder daraus interpolierten 

Werte dieser Größe; 
H die durch Formel (7) definierte, der Havelockschen 
Konstante h proportionale Größe. 


Tabelle 5. 


9 = 278,0 
n H 


= 289,0 = 299,0 


486 1,5781| 2,48 | 0.856 


540|1,5673 | 2,17 
589/1,5596 | 1,93 
620|1,5559 | 1,80 
656|1,5525 | 1,68 


486 1,5728 | 2,26 |0,795|486 1,5679 | 2,08 | 0,745 
540|1,5620 | 1,95 |0,793|540 1,5573 | 1,81 |0,749 
589|1,5546 | 1,74 | 0,7941589|1,5498 | 1,61 \0,751 
620|1,5508 | 1,63 |0,794|620 1,5461 | 1,52 |0,759 
656 1,5473 | 1,52 | 0,794 656 1,5429 1,41 | 0,749 


9 = 309,0 


¢=—3200 | = 329,0 


n H 
486.1,5630 | 1,93 | 0,704 


54011,5523 1,68 
589|1,5451 1,49 


62011,5414 | 1,41 | 


656) 1,5383 | 1,31 


a| om A] n |®-10) 


54011,5471 | 1,56 | 0,671[540,1,5428 | 1,48 | 0,647 
589|1,5398 | 1,39 | 0,6691589|1,5356 | 1,32 | 0,647 
620|1,5362 | 1,30 |0,669]62011,5319 | 1,25 | 0,655 
656 1,5332) 1,20 | 0,662]6561,5290 1,15 | 0,645 


Wie man sieht, ist die Größe H innerhalb der Beobachtungs- 
fehler bei allen Temperaturen von der Wellenlänge unab- 
hängig; die Dispersion der magnetischen Doppelbrechung ye- 
horcht also bei allen Temperaturen dem Havelockschen Gesetz. 


A 
= 
0,866 
| 0,864 
| 0,860 
| 10,860 
ie 
486|1,5575 | 1,80 | 0,670|486 1,5532 | 1,72 | 0,651 
0,709 
0,705 
0,711 
0,708 


Uber die Temperaturabhängigkeit der Dispersion usw. 289 


$ 6. Prüfung des Gesetzes für die Temperaturabhängigkeit 
der Dispersion. Für die Temperaturabhängigkeit der Dispersion 
der magnetischen Doppelbrechung folgt aus der Langevin- 
schen molekularen Orientierungstheorie das durch Gleichung (5) 
ausgesprochene Gesetz. Da die in $5 mit H bezeichnete Größe 
der in jener Gleichung vorkommenden Havelockschen Kon- 
stante h proportional ist, so muß also nach der Langevin- 
schen Theorie auch das Produkt 


(8) Hyö=p 


für alle Temperaturen denselben Wert besitzen. 


Nun wird, wie in $4 gezeigt wurde, das aus der Lange- 
vinschen Theorie sich ergebende Temperaturabhängigkeits- 
gesetz (bei konstanter Wellenlänge) durch die Beobachtungen 
nicht bestätigt; es ist daher zu erwarten, das auch die Formel (8) 
den wirklichen Verhältnissen nicht entspricht. 


Dies ist auch in der Tat der Fall, wie sich aus der in Tab. 6 
enthaltenen Zusammenstellung ergibt; in dieser bedeutet 


% die absolute Flüssigkeitstemperatur; 

ö die Dichte der Flüssigkeit; Fr 

H die aus Tab. 5 entnommenen, durch Mittelwertbildung 
gewonnenen Werte dieser Größe; 

p das durch Gleichung (8) definierte Produkt. 


Tabelle 6. 
H | p-102 
278,0 1,2162 0,861 2,91 
289,0 1,2058 0,794 2,77 
299,0 1,1963 0,751 2,69 
309,0 1,1868 0,707 2,59 
320,0 | 41,1764 0,668 2,52 
329,0 | 1,1678 0,649 2,49 


Während nach der Langevinschen Theorie p für alle | 
Temperaturen denselben Wert haben müßte, zeigt p bei zu- 
nehmender Temperatur eine deutliche Abnahme. Die Lange- 
vinsche Theorie vermag also die Temperaturabhängigkeit der 
Dispersion der magnetischen Doppelbrechung nicht richtig wieder- 
zugeben. 
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$ 7. Zusammenfassung. Es wurde die Temperatur- 
abhängigkeit der magnetischen Doppelbrechung des Nitro- 
benzols für fünf verschiedene Wellenlängen des sichtbaren 
Spektralbereichs bestimmt. Dabei ergaben sich folgende Er- 
gebnisse: 

1. Die sich aus der Langevinschen molekularen Orien- 
tierungstheorie bei konstanter Wellenlänge ergebende Be- 
ziehung 

C = konst, + 2" 
on 
(C Cotton-Moutonsche Konstante, + absolute Temperatur, 
n Brechungsindex, ö Dichte der Flüssigkeit) erwies sich bei 
keiner Wellenlänge als richtig. Die Cotton-Moutonnsche 
Konstante nimmt vielmehr bei allen Wellenlängen mit ab- 
nehmender Temperatur stärker zu, als dieses Gesetz verlangt. 
2. Das sogen. Havelocksche Gesetz 
C= 
nih 
(A Wellenlänge, A von der Wellenlänge unabhängige Have- 
locksche Konstante), das bisher nur bei etwa 20° C bestätigt 
worden war, zeigte sieh bei allen Temperaturen als gültig. 

8. Die von der Langevinschen molekularen Orientierungs- 
theorie für die Temperaturabhängigkeit von h geforderte Be- 
ziehung 

h = konst. 


wird durch die Beobachtungen nicht bestätigt; bei abnehemen-§ 
der Temperatur nimmt h stärker zu, als durch dieses Gesetz 
vorgeschrieben wird. 


Münster i. Westf., Physik. Inst. d. Universität, Mai 1922. 


(Eingegangen 26. Mai 1922.) 


Druck von Metzger & Wittig in Leipzig. 
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t, = 6,3x 10”® sec; p= 300 mm Hg 


P. 0. Pedersen. 


Annalen der Physik, IV. Folge, Band 69. Tafel II. : 
\ 
t, = 2,1X10-% see; p= 300mm Hg 
45 
= 2,45x10~* sec; p= 150mm Hg 
t, = 3,5x107* sec; p= 500mm Hg 
2 SANS 


= 
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Annalen der Physik, IV. Folge, Band 69. Tafel III. 


t, = 3,5x107* sec; p= 400mm Hg 


t, = 3,5x 10-8 sec; p= 400 mm Hg 


P. 0. Pedersen. 


t,=2,1x10”® sec; p= 150 mm Hg 
: 
ty =2,1X107 see; p = 300mm Hg 3 
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